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abstract 

In this paper, we investigated the relativistic bound states of few-body systems under the influence of Coulomb-plus-
Yukawa potentials. Assuming Yukawa scalar and Coulomb vector couplings, we presented the approximate analytical 
solutions of few-body Klein-Gordon equation and closed form expressions were derived for energy eigenvalues and 
wave functions.  
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  مقدمه

تر  درك بهتر و دقیقدر  اهمیت زیادي ذراترفتار نسبیتی بررسی 

یا فرآیند پراکندگی و  جسمی-چندمقید هاي  ساختار درونی سیستم

به همین  .[3-1]  دارد )...و  هاي ناپایدار هسته(واپاشی و فروشکست 

حرکت  ،به عنوان یک مطالعه روشمند ،در اینجا قصد داریمما دلیل، 

ثیر تحت تأرا  جسمی-ذرات درون یک سیستم مقید چند نسبیتی

 حالت ترین در ساده. بررسی کنیم هاي برداري و اسکالر پتانسیل

هاي  مثال اتم براي( جسمی است- سیستم دویک که بررسی  ممکن،

طیف  ،)ها پراکندگی ذرات از هسته یا  داراي یک الکترون ظرفیت

 )الکترون از هسته( پراکندگیسطح مقطع یا  قیدمانرژي این الکترون 

تواند  می ،باشد می هااین فرآیندبه مربوط دیگري که اطلاعات هر یا 

در نظر  مرکزيپتانسیل را ی برهمکنش پتانسیل در اینجا، .محاسبه شود

این  .تشکیل شده است مانند-یوکاوااز دوجمله کولنی و  که گیریم می

است و کاربردههاي زیادي در  1نهلمموسوم به پتانسیل   پتانسیل

-کلاین معادله سپس .[4,5]فیزیک اتمی و فیزیک ماده چگال دارد 

به  هاي برداري و اسکالر در حضور پتانسیل را جسمی-چندگوردون 

توابع مربوطه را  و ویژه ذرهانرژي  و مقادیر کرده حلصورت تحلیلی 

   .یمآورمی دست به

  یجسم- سیستم چندبررسی نسبیتی 

را که تحت  �  و انرژي  �توانیم یک ذره بدون اسپین با جرم  میما  

کند با معادله  حرکت می ��و اسکالر  ��هاي برداري  تأثیر میدان

                                                           
1 Hellmann potential 
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و  ذره جرماسکالر با  که در آن پتانسیل گوردون توصیف کنیم-کلاین

در یک سیستم  .[6] شوند جفت می ذره پتانسیل برداري با انرژي

نسبیتی و  اثرات احتساب با و، یکسان ذرات ی باجسم-ندچ

سیستم  این کننده توصیف نسبیتی پوشی از اسپین ذرات، معادله چشم

  .[7,8] جسمی به شکل زیر خواهد بود-چند
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,�)ذره دو بین اسکالربرداري و   روش از استفاده با .دنباش می  (�

مختصات  از بنابراین .حل کنیمرا  )1( معادله توانیم می کروي فوق

 .[9] کنیممی استفاده زیر صورت به ژاکوبی
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  .دنشویم تعریف زیر صورت به ها و ابرزاویه ابرشعاع
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متقارن  اتیک مختصه جمعی است و تحت جابجایی ذر ابرشعاع

تواند بر حسب  جسمی می-چندتابع موج بعدي  - D در فضاي .است

  .کروي بسط داده شود فوق هاي  یک سري ازهارمونیک
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  وابسته است �شعاع ابرتنها به  پتانسیل کنونیدر مدل نسبیتی 
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توسط  اي قسمت زاویه .لازم است(4) معادله تنها یک جمله 

براي تمام  وشود  کروي توضیح داده می فوق هاي ماهنگه

شعاعی ابرتابع موج  که حالیدر  ،کروي یکسان است فوقهاي  پتانسیل

در  شعاعیابراز حل معادله  ودارد   در بر دینامیک مسئله را (�)���
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شعاعی ابرهاي انتومی بیانگر برانگیختگیاعداد کو �و  � در اینجا که

� و دنهست بزرگ اي مداريو تکانه زاویه = 3� −  )3( لهمعاد .3

 دقیق تحلیلی صورت به کولنی برداري و اسکالرهاي  پتانسیل ازاي به

 تنهایی به کولنی پتانسیل ،در موارد زیادي اما .[10]است  هدش حل

ر دبراي مثال  .کافی نیستدر سیستم  مقید  رفتار ذرات براي توصیف

 تأثیرگونه باید - هاي هیدروژن الکترون ظرفیت در اتم رفتار توصیف

ما در اینجا  ،همین دلیل به .حساب آورده شود به نیزحائل  هاي ترونالک

 کنشی برهم پتانسیل .ایم کردهجمله دیگري به پتانسیل کولنی اضافه 

اثر  خاطر به دوم جملهکه  است صورت زیر به پتانسیل مرکزيیک 

   .شود میگرفته  نظر درتر  داخلی هاي پوشانندگی الکترون

)4( �(�) = −
��

�
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ن مدلی براي عنوا به  این پتانسیل. پارامتر پوشانندگی است � در اینجا

همچنین . [11] گیرد مورد استفاده قرار می قلیایی هیدرید هاي مولکول

هسته -و الکترون [12,13] یون-الکترونکنش  مبراي نشان دادن بره

توصیف است که  ده شدههمچنین نشان دا. رود کار می به [14,15]

اي براي ذرات باردار در  ذره-دومؤثر کنش  برهماصلی ي ها ویژگی

 .[18-16]شود  انجام این پتانسیل توسط دتوان اي قطبی میه کریستال

 قصد داریم هاي برداري و اسکالر شدگی با جداسازي جفت در ادامه

  .حل کنیم تحلیلیصورت  مسئله را به

در معادله  مانند-یوکاوااسکالر  شدگی برداري کولنی و جفت

  مسئله تحلیلیگوردون و حل -کلاین

طور خالص  به) کولنی(ونی پتانسیل تبادل یک فوتبا توجه به اینکه 

 مانند- یوکاواکه پتانسیل کنیم  در اینجا ما پیشنهاد می ،استبرداري 
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صورت  برداري را به هاي اسکالر و بنابراین، پتانسیل. باشد باید اسکالر
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 شودحل اوواروف -با استفاده از روش نیکیفوروف دتوان می کهاست 

و  مرتبه دو از هایی اي جملهچند (�)��و  (�)�در اینجا، . [19]

با استفاده از روش . اي درجه اول استیک چندجمله (�)̃�

  صورت جداسازي به

�(�) = �(�)�(�) (10) 

  :آید شکل زیر درمیصورت یک معادله مشتقی بهبه )8(معادله 

(11) �(�)���(�) + �(�)��(�) + ��(�) = 0 

 که در آن

� = �� = −���(�) −
�

�
�(� − 1)���(�),   � = 0,1,2, … (12) 

 :آیددست میمعادله مشتقی مرتبه اول زیر بهاز حل  (�)�و تابع 

��(�)

�(�)
=

�(�)

�(�)
 

(13) 

هاي آن هندسی است و جوابشکل یک معادله فوقبه) 11(معادله 

  . آیددست میرودریگز بهبا استفاده از رابطه معروف 

��(�) =
��

�(�)

��

���
[��(�)�(�)] 

  (14) 

 ارشبهنج ضریب بهنجارش است و از شرط ��که در اینجا 

 ∫ �� ��(s) = 1
�

��
باید توسط  (�)�آید و تابع وزنی دست میهب 

 :شرط زیر ارضا شود

[�(�)�(�)]� = �(�)�(�) (15) 

  که در آن

�(�) = �̃(�) + 2�(�), (16) 

باید منفی  (�)�در اینجا براي دستیابی به یک حل حالت مقید، مشتق 

نیاز براي این روش از روابط زیر  مورد �و پارامتر  (�)�تابع . باشد

  :آینددست میبه

�(�) =
��(�)���(�)

�
± ��

��(�)���(�)

�
�

�

− ��(�) + ��(�) 
(17) 

� = � + ��(�) (18) 

ثابتی  �اي حداکثر درجه یک است و ثابت یک چندجمله (�)�تابع 

شود کند و طوري انتخاب میاست که عبارت زیر رادیکال را مربع می

 و معادله انرژي کار بردن این روش، هب با. منفی شود (�)�که مشتق 

 که در آن تابعآوریم  دست می صورت زیر به هب وج ابرشعاعی راتابع م

��
  .هاي ژاکوبی هستند اي چندجمله (�)(�, �)

 

�(�� − ��)

��
+

��
�

2
+

2���

�
− �� +

3� − 6

2
� �� +

3� − 4

2
� 

+

⎣
⎢
⎢
⎡2��� + 2���

�
− �� +

3� − 6
2

� �� +
3� − 4

2
� +

��
� + ��

�

2

2� + 1 + 2��� + 3�−5
2

�
�

+ �
�
���

� − ��
��

−
1

2
(� +

�

�
+ ��� +

3�−5

2
�

�

+
�

�
���

� − ��
��)

⎦
⎥
⎥
⎤

�

= 0 

 (19) 

)20(  ��,�(�) = �� ��
(����)

� (1 − ����)
�
�

�����
����

� �
�

�
�
����

����
��

���√� ���

��√� ,�����
����

� �
�

�
�
����

����
���

(1 − 2����)            

۲۱۶ نامهسیزدهمینکنفرانسمادهچگالانجمنفیزیکایرانمقاله



صورت عبارت بهتوابع مربوطه را  و ویژه ذرهنسبیتی 

و  دست آمده براي انرژي از رابطه به. یمددست آور

که  ایم بررسی کرده را فرضی جسمی-یک سیستم مقید دو

 گونه هاي هیدروژن در اتماند یک الکترون ظرفیت 

 ��و  ��نسبت به پارامترهاي پتانسیلی  انرژي بستگی

�(�)�,����شعاعی توزیع احتمال  تابع و )2(و  )
�
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هاي  ��در  ،��جسمی برحسب پارامتر -تغییرات انرژي بستگی دو

� = 1 fm  و� = 0.01 fm��.  

  
  .هاي مختلف ��در  ،��براي پارامتر 

  
ازاي  بههاي مختلف  حالت) غیربهنجار( شعاعی

 � = 0.01 fm�،�� = ��و  5− = +5  

 هاي برداري در حضور پتانسیلجسمی 

 تقریبی حل شد لیتحلی فرآیندیک طی 

نسبیتی یر انرژي ادمق و

دست آور به یتحلیلهایی 

یک سیستم مقید دو، تابع موج

اند یک الکترون ظرفیت تو براي مثال می

انرژي بستگی تغییرات .باشد

)1( هاي در شکل

نشان دا )3(در شکل 
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تغییرات انرژي بستگی دو. 1شکل 

��fmاي ثابت ازاي پارامتره مختلف به

براي پارامتر  1مانند شکل . . 2شکل 

شعاعیتابع توزیع احتمال . 3شکل 

�پارامترهاي ثابت  = 1 fm�� ،��

  

  گیري نتیجه

جسمی -چندگوردون - معادله کلاین

طی  ،مانند-یوکاوا و اسکالر کولنی
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