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شیآزمایم مقدماتیمفاه

يریگاندازه

مقدمه

ل هسـتند   ی ـکـه در روابـط دخ     را   یک ـیزیف يهـا تی ـد کم یبا این منظور يبرا. ها هستیم ن کمیت گاه به دنبال روابطی بی    در آزمایش 
هـا،  ن مثـال یام از اهرکديبرا. میک پرتو با سطح را بسنجیيهیا زاویک لوله و یک وزنه، طول    یجرم   يمثلا اندازه . میکن يریگاندازه

قبـل از انجـام   . ا متر استفاده کردیکش توان از خطیطول ميریگاندازهيمثلا برا. وجود دارنديریگاندازه يبرا ییهال و روش  یوسا
ش یآزمـا  يرا کـه بـرا     یک ـین چنـد روش     یم ب یم و بتوان  یآشنا شو  يریگاندازه يهال و روش  ین وسا یاز ا  يد با تعداد  یبا یشیهر آزما 
.میبه دست آوريج بهتریم تا نتایتر است انتخاب کنمطلوب

خطا

مثلا ممکن . کسان استیآن یش با مقدار واقعیشده در آزما  يریگت اندازه یم که کم  یم ادعا کن  یتوانیچ وقت نم  یگاه ه شیما در آزما  

يآب به جايژهیويش گرمایک آزمایاست در 
Cokg

J4186)مقـدار  ، )تري اسـت مایش دقیقي آزکه نتیجه
Cokg

J4641  بـه

دیآیر به دست مین اختلاف با رابطه زیزان ایم. میک اختلاف مواجه هستیش با ین آزمایما در ا. دیایدست ب

اختلافآزمایشنتیجه-واقعیمقدار1يرابطه 

تـرین آزمایشـی اسـت کـه تـا          ي دقیق ی نیست و منظور ما از مقدار واقعی نتیجه        توجه کنید که مقدار واقعی هیچ وقت قابل دستیاب        

ش بالا برابر با یژه در آزمایوياختلاف گرما. کنون انجام شده است
Cokg

J455است.

آن استین اختلاف به مقدار واقعیهم نسبت اینسبيخطا

2يرابطه
واقعیمقدار

نسبیخطايآزمایشنتیجه-واقعیمقدار 

ان کـرد کـه بـه آن    ی ـرا به درصد بینسبيتوان خطایبه علاوه م  . شودمی 0,11که با گرد کردن آن       است 0,108ن مثال   یکه در ا  
.است% 11برابرینسبين مثال درصد خطایدر ا. ندیگویمینسبيدرصد خطا
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ن ییتعيبرايگریديهاد از روشین بایبنابرا. میدانیرد نظر را نمت مو یکم یشه مقدار واقع  ین نکته هم وجود دارد که ما هم       یالبته ا 
.م کردین مورد بحث خواهینده در ایآيهاکه در قسمت. میخطا استفاده کن

يریگدقت اندازه

500122کرده و مقداريریگکش اندازهک خط یک مداد را با     یطول   ید شخص یفرض کن  ا شـما بـاور   ی ـآ. هدمتر را گزارش دیسانت/
مداد ین وجود ممکن است طول واقعیبا ارد؟یکرومتر هم اندازه بگ  یک م ین مداد را تا     ین شخص توانسته است طول ا     ید که ا  یکنیم

یکش معمـول  ک خط ینجاست که با    ینکته در ا   یول. )هاي غلطی مثل صاف بودن ابتدا و انتهاي مداد        البته با فرض  (ن عدد باشد  یهم
توان تا دقـت  کش میکرومتر است و با یک خط    یک م یتر از حد    نییپا یلیکش خ کرومتر را اندازه گرفت و دقت خط      یک م یتوان  ینم

522د طول مداد را به صورت ین شخص با یپس ا .گیري کرد متر اندازه میلی ت ی ـبه علاوه مقدار عـدم قطع . متر گزارش دهدیسانت/
کـه بـه آن   ) تـوان انـدازه گرفـت   یکش مکه با خطین طولیترکم(متر یسانت/10اطلاع دهد مثلا     يز به نحو  یخود را ن   يریگاندازه
422ن  یب يمداد عدد  ین طول واقع  یبنابرا. مییگویم يریگاندازه يخطا 622و   / کـه  یک ـیزیت فی ـپس هـر کم  .متر است یسانت/

شـکل مثل افت و خیزهاي ذاتی(گریزهاي دیو چيریگل اندازهیاست که بستگی به وسایدقت مشخصيشود دارایميریگاندازه
. ت استیکمیق همان مقدار واقعیشده به طور دقيریگت اندازهیتوان گفت کمیدارد، و نم)1

و خطايریگت دقت اندازهیاهم

يهی ـزاو": دی ـگویم که م ـیینمایم صحت اصل بازتاب را بررسیخواهید که میفرض کن: د یآموزنده توجه کنیک مثال ساده ول  یبه
".بازتاب شده برابر استيپرتويهیبا زاويفروديتابش پرتو

3irيرابطه  

.شوندیده مینه سنجیا نسبت به خط عمود بر سطح آین زوایا. بازتاب استيهیزاوrو يفروديهین رابطه زاویدر اiکه 

ن دو عدد یا. میکنيریگدرجه اندازه37ه بازتاب را    یم و زاو  یباشم کرده یدرجه تنظ  36فرود را    يهیگاه زاو شید ما در آزما   یفرض کن 
ا اصل بازتاب اشتباه بوده؟یالا آح. ستندیگر برابر نیکدیبا 

د یما با . را در نظر گرفت    يریگد دقت اندازه  یم؟ مسلما با  یاق اندازه گرفته  یق دق یه را به صورت دق    ین زاو یا ا یجا است که آ   نینکته در ا  
ن یم دقت ا  یمثلا اگر بدان  . ندازه گرفته شده است   ا یبازتاب با چه دقت    يهیم شده است و زاو    یتنظ یفرود با چه دقت    يهیم که زاو  ینیبب

) درجـه 37و 36(ه ی ـن دو زاوی ـچـون اخـتلاف ا   ! اندبه ما دروغ گفته    1ک  یزیم که در درس ف    یفهمیگاه م درجه است، آن   0,1ا  یزوا
ش، صـحت  یدقـت آزمـا  ن رابطـه درحـد  یا. درجه باشد1ما يریگاندازهاما اگر دقت . ها استآنيریگاندازهياز خطا ترشیبیلیخ

یعن ـی.درجـه باشـد    36ر از   ی ـغ يآن، عـدد   یقیتواند مقدار حق  یست بلکه م  یدرجه ن  36قا  یفرود دق  يهیم زاو یدانیچون ما م  . دارد
ن دو  ی ـا ین دو محدوده، مقـدار واقع ـ     یدر ا . درجه است  38تا   36ن  یبازتاب ب  يهین طور زاو  یدرجه و هم   37و   35ن  یب عددي است 

ح از یو صـح یج منطق ـیم نتـا یم، تا بتـوان یریز در نظر بگید دقت آن را نیبايریگپس ما در هر اندازه . د باهم برابر باشد   توانیت م یکم
.شودیح داده میها توضيریگخطا در اندازهيمحاسبهیچگونگيبعديهادر بخش. میریش بگیآزما
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هاگیري و راه مقابله با آندر اندازهخطاعانوا

:ند دو نوع هستندیآیش میش پیک آزمایدر کهییخطاها

کیستماتیسيخطاها

یتصادفيخطاها

"یش گرماسـنج  یآزمـا "مـثلا اتـلاف گرمـا در        . دهدیل آن رخ م   یش و وسا  یآل نبودن آزما  دهیل ا یک غالبا به دل   یستماتیس يخطاها
یـا در  . داده شـده نخواهـد بـود   يبـر گرمـا  برامورد نظر يتوسط ماده  جذب شده  يشود و گرما  یک م یستماتیس يجاد خطا یباعث ا 
تـوان عوامـل   یش م ـیجستجو در هر آزما   یبا کم . سنج را دیرتر متوقف کنید    گیري زمان یک رویداد ممکن است همیشه زمان       اندازه
هـا  يری ـگهاندازيکنواخت روین خطاها معمولا به طور یا. ها را رفع نموددا کرده و تاحد امکان آن     یش را پ  یک آزما یستماتیس يخطا
م یدان ـیم که م ـ یار دار یرا در اخت   یکشمثلا خط . ن خطاها را حذف کرد    یح ا یب تصح یک ضر یتوان با   ین موارد م  یدر ا . گذارندیاثر م 

ین هر طول  یبنابر ا . است یمتر واقع یسانت 0,9متر آن   یدر واقع هر سانت   . کم دارد  یمتر واقع یمتر از سانت  یلیک م یمتر آن   یهر سانت 
9شود  يریگکش اندازه ن خط یا که با 

م در ی ـکش به دست آوردن خطیرا که با ایم هر طولیتوانیما م. آن خواهد بودیمقدار واقع10
 ـالبته در تمام مـوارد، ا     . )شودیبره کردن شمرده م   یکال ین کار نوع  یا(میرفع کن  ین خطا را به کل    یم تا اثر ا   یضرب کن  0,9 ن گونـه   ی
يلهین خطـا وس ـ ی ـرفـع ا يلازم باشد برایطید در شرایشا. ن بردیک عدد از بیق  یا تفر یا جمع و  یتوان باضرب کردن    یاها را نم  خط
.شودیگر محسوب مشیآزماياز هنرهایکین خطاها یرفع ا. ر دادییش را تغیآزما

 ـا یترکمطا احتمال ن نوع خیدر ا. کندیر مییتغيریگاست که در هر اندازه     ییخطا یتصادف يخطا از يری ـگشـدن انـدازه  تـر شیب
در یمتـوال  يهـا يریگج اندازه یشوند که نتا  یش وجود دارند و سبب م     یک آزما ین خطاها همواره در     یا. برابر است با هم   یمقدار واقع 

به عنوان مثال فرض کنیـد   .ل هستند یقابل محاسبه و تعد    يآمار يهان دسته خطاها با روش    یا. پراکنده باشند  یقیاطراف مقدار حق  
کـه تنهـا   براي این کـار گیـاه نخـود را در دو خـاك    . را بررسی کنیدشده در آن کاشتهوزن نخود اثر نمک زمین بر روي   خواهید  می

کنید تمام شرایط دیگر براي نخودها یکسان باشد، اما در نهایت وزن نخودهاي شـما کـه          و سعی می   کاریدنمکشان متفاوت است می   
به عنـوان مثـالی   .اوي همان خطاي تصادفی استو داراي پراکندگی است این عدم تساند، یکسان نخواهد بود شرایط بوده  تحت یک 

قطـر  مسـلما  . )1شـکل (دایـره اسـت  یـک شبیه بـه این شیء. گیري کنیدد قطر یک شیء را اندازهخواهیدیگر فرض کنید که می
گیـري انجـام دهیـد قطرهـاي     چند اندازهو اگر.دهیدروي دایره قرار می    هکش را چگون  ستگی به این دارد که خط     بگیري شده   اندازه

.یکسانی اندازه نخواهید گرفت
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.گیري کنیمخواهیم قطر آن را اندازهبا کمی اعوجاج که مییک دایره. 1شکل

.دیر توجه کنیزيهابه شکل)خطاي سیستماتیک و خطاي تصادفی(ن دونوع خطایبهتر درك کردن ايبرا

ها گیريي اندازهدهندههاي سیاه نشانو دایره. همان مقدار واقعی است) هدف(ها مرکز دایره. کیستماتیو سیتصادفيمفهوم خطا2شکل
.گیري از هدف خطا استي نقاط اندازهفاصله. است

خواهید آن را با خطایش گزارش و می) با حذف خطاهاي سیستماتیک تا حد ممکن (اید  گیري کرده حالا فرض کنید کمیتی را اندازه     
:ز را در نظر گرفتید دو چیت بایک کمیيگزارش خطايبرا. کنید

یتصادفيخطا)١

يریگدستگاه اندازهدقت)٢

کشک خط یيمثلا رو . شودین زده م  یگر تخم شیص آزما یا با تشخ  یت  دستگاه نوشته شده اس    يا رو یاست که    دقتیدستگاه   دقت
دسـتگاه  ياگـر رو . میری ـمتـر را در نظـر بگ  یل ـیم0,5حـدود  دقتیآن يم برایتوانیما میاست ولآن نوشته نشده   دقتمتريمیلی
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د ی ـم، باین بـزن یآن را تخم ـدقـت م یدسـتگاه نتـوان  یدگیچیل پیآن نوشته نشده باشد و به دلدقت) متریک مولت یمثل  (يادهیچیپ
.میرین دستگاه در نظر بگیادقتتواند نشان دهد را به عنوان یله مین وسیکه اين عددیکوچکتر

گر، اگـر  یبه عبارت د. دارد را در نظر گرفت     يترشیبکه مقدار    یین خطاها دقت کرد و خطا     یا يد به هردو  یک خطا با  یگزارش   يبرا
ين صـورت خطـا  ی ـر ایدر غ. استيریگدستگاه اندازه  ي، همان خطا  يریگاندازه يبود خطا  ترکماه  دستگ ياز خطا  یتصادف يخطا

.خواهد بودیتصادفيبرابر با خطايریگاندازه
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آمار

مقدمه

ن ی ـنجـا ا یدر ا . کـرده و مقـدار آن را محاسـبه نمـود           تـر کـم را   یتصادف يتوان خطا یم يآمار يهام که با روش   یدر بخش قبل گفت   
.میدهیح میرا توضيآماريهاروش

در یتصـادف يل وجـود خطـا  ی ـن اعـداد بـه دل  یا.میدهیش مینماixها را به صورت آن. دیریرا در نظر بگ    یمتوال يریگچند اندازه 
ر نوشته شـده اسـت   یر جدول زشده، ديریگمتر اندازهیک مولتیچ که با یپمیک سیمثلا مقدار مقاومت  . ستندیستم با هم برابر ن    یس
.هستندیپراکندگيم داراییگویاصطلاحاً م.ستندین اعداد باهم برابر نید ایکنیطور که مشاهده مهمان). 1جدول(

يریگدفعات اندازه54321
604.624.664.624.614./R

پیچگیري مقاومت یک سیمنتایج اندازه1جدول

نیانگیم

ن یانگی ـخودتـان م  د  یتوانیم .ها است م بر تعداد آن   یآن رشته تقس   يهايریگبرابر با جمع تمام اندازه     يریگک رشته اندازه  ین  یانگیم
جـه را بـر   یرا با هم جمع کرده و نت ) شده يریگاندازه يهامقاومت(ن جدول   ین کار اعداد ا   یا يبرا(د  یاعداد جدول فوق را حساب کن     

در کـه  شود یه مید توصیآوریبه دست م يگریاگر عدد د   .است.624ن محاسبه یجه ا ینت). دیم کن یکه تعداد عددها است تقس     5
!شرکت نکنیدروزبه يمسابقه

بـا هـم برابـر    یتصـادف يبودن خطایا منف یدر واقع چون احتمال مثبت بودن       . شودیم ترکمیتصادف يخطا يریگنیانگیبا عمل م  
در . کننـد یم ترکمشده   يریگنیانگیدار م حاصل را در مق    يکنند و خطا  یم یخنث يگر را تا حد   یکدین خطاها اثر    یاست؛ با جمع، ا   

ت بـه  ی ـک کمی ـن یانگی ـمیدر حالـت کل ـ   . شـود یم ترکم"نیانگیم"یتصادف يباشد خطا  ترشیبها  يریگواقع هر چه تعداد اندازه    
ن به صورت یانگین مثال میدر ا. شودینشان داده مxایوxصورت  .624R ا یو .624Rشودیش داده مینما.

انحراف معیار

پیچ اسـت  گیري شده براي یک سیمکه مقاومت اندازه1جدولبه اعداد . پردازیمقبل از توضیح انحراف معیار به مفهوم پراکندگی می
به این  . گوییم داراي پراکندگی هستند   و یا به اصطلاح می     کنید این اعداد با هم برابر نیستند      همان گونه که مشاهده می    . توجه کنید 

به عنوان مثال بـه  . تواند زیاد یا کم باشدمی) افت و خیز(در یک رشته از اعداد پراکندگی    . توان گفت عدم تساوي افت و خیز هم می      
) افـت و خیـز  (داراي میانگین یکسـان هسـتند امـا پراکنـدگی     ولدر این جدشدهارائهي عددسه رشته. توجه کنید2جدولاعداد 
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را بـا علامـت   این عـدد  . ي اعداد نسبت دادبراي نشان دادن زیاد بودن و کم بودن پراکندگی باید عددي به رشته  . متفاوتی دارند 
برابر بـا  اگر . استترشیبیزان پراکندگیباشد مترشیبپس هر چه  . گوییمو به آن انحراف معیار می      دهیممینشان  ) گمایز(

):2جدول(د یر توجه کنیبه اعداد ز. صفر باشد پراکندگی وجود ندارد و تمامی اعداد با هم برابرند

σشماره987654321نیانگیم
کمیپراکندگ:الف0,24,54,44,34,74,84,44,64,24,54,6
ادیزیپراکندگ: ب1,04,55,55,75,33,42,95,23,644,9
کنواختی: ج04,54,54,54,54,54,54,54,54,54,5

فاوتمتیسه نمونه داده با پراکندگيار برایانحراف مع2جدول

. است یکم یپراکندگ ياول دارا  يسر.ستینيها مساو آن انحراف معیار دارند   یکسانین  یانگیم ،اعداد نکهیرغم ا یدر جدول بالا عل   
ي ایـن اعـداد از   فاصـله . اسـت تـر شیبیلیخیدوم پراکندگ ياما در سر  . است 0,4از   ترکمشان  نیانگین اعداد از م   یدر واقع فاصله ا   

نمودار(وجود نداردین پراکندگیک مقدار داشته و بنابرایاعداد يسوم همهيو در سر.است1طور متوسط حدود شان به میانگین
.)دینیرا بب1

0 1 2 3 4 5 6

سری ب سری الف

پراکندگی ) هالوزي(الف بینید اعداد سري همان طور که می.انددهروي محور اعداد نمایش داده ش2جدولاعداد سري الف و ب از1نمودار
شود که پراکندگی تري هستند و به وضوح دیده میداراي افت و خیزهاي بیش) هامربع(اما اعداد سري ب . کمی داشته و به یکدیگر نزدیکند

.تري دارندي بیشو با هم فاصلهتر از سري الف استها بیشآن

. ي رفتار کلی آن اعداد خواهـد بـود  دهندهمیانگین اعداد نشان. رویماي از اعداد میي انحراف معیار براي رشتهغ محاسبه حالا به سرا  
تـوان بـا   بنا بر این پراکندگی اعداد را هم مـی . ي وضعیت تحصیلی شما است که میانگین نمراتتان است دهندهمثلا معدل شما نشان   

شـان اسـت   از میانگین2جدولکه اختلاف اعداد 3جدولبه .لاف اعداد با میانگین را بررسی کنیمها سنجید یعنی اختمیانگین آن
.تر استپراکندگی زیاد دارد بیششود اختلاف اعداد از میانگین براي سري ب کههمان طور که دیده می. توجه کنید

σ987654321شماره
ي اعداد الف از میانگینفاصله0,20,1-0,2-0,20,30,1-0,10,3-00,1
ي اعداد ب از میانگینفاصله1,011,20,81,1-1,6-0,70,9-0,5-0,4
ي اعداد ج از میانگینفاصله0000000000

شانبا میانگین2جدولاختلاف اعداد 3جدول
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ما براي انحراف معیار به یک کمیت مشـخص و ثابـت نیـاز               لیاما فاصله از میانگین در یک رشته براي اعداد مختلف متفاوت است و            
هـا را  پس فاصـله . مدر نظر بگیری) شدت پراکندگی(ها را به عنوان انحراف معیار ترین راه این است که ما میانگین فاصله       واضح. داریم

هسـتند  2جـدول هـاي اعـداد   که فاصـله 3جدولاین کار را براي اعداد توانیدشما می.کنیمجمع کرده و بر تعداد اعداد تقسیم می
چرا؟.شوید که این راه خوبی نیستو متوجه می. انجام دهید

گیـري  هـا را میـانگین  راه اول این است که قـدر مطلـق فاصـله   . کرد؟ براي مقابله با این مشکل دو راه وجود دارد     پس چه کاري باید     
هـایی کـه در روابـط    راه دوم بـه دلیـل سـادگی       . شان را بگیریم  ها را مجذور کنیم و بعد میانگین      و راه دوم این است که فاصله      . کنیم

اخـتلاف اعـداد بـا    . شـود ابتدا میانگین اعداد پیدا می. شودار به این روش محاسبه میپس انحراف معی. تر استخواهد داشت مطلوب  
سپس حاصل مجموع این اعداد را بر تعـداد اعـداد تقسـیم            . کنیمها را حساب می   جمع مجذور فاصله  میانگین محاسبه شده و حاصل    

Nیـک سـري   انحـراف معیـار  به صورت ریاضی  . یمتا اثر مجذور کردن را حذف کن      گیریم  کرده و در نهایت یک جذر از حاصل می        
آیدي زیر به دست میاز رابطهدهیمنشان میixها را با تایی از اعداد که آن

4يرابطه 



N

i
i xx

N 1

21

را 2جـدول توانیـد انحـراف معیـار اعـداد     به عنوان یک تمرین ساده شما می.ي اعداد مورد نظر ما استین رشتهمقدار میانگxکه 
.که در جدول نوشته شده مقایسه کنیدبا محاسبه کرده و نتایج خود را 

نیانگیمیپراکندگ

که با هم برابـر      ییهانیانگیتوانند م یم یمتوال يهايریگچند دسته از اندازه    یعنی.داشته باشد  یراکندگتواند پ ین اعداد هم م   یانگیم
.توجه کنید4جدولمثال به اعداديبرا. ستند داشته باشندین

عنـی  یت مشابه آن یت را با کمین کمید که ا یمراقب باش . دهندیمنشان   mرا با    يریگک دسته اندازه  ین  یانگیار م یانحراف مع 
انحراف معیـار  مقدار  . اعداد است  از یهایرشته هاينیانگیپراکندگی م  mک رشته از اعداد است اما       ییپراکندگ . دیاشتباه نکن 

.ها خواهد بودگیري میانگینخطاي اندازهاین عدد کمیت خوبی براي .استm.20، 4جدولن یانگیر میمقاديبرا
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شمارهالفبجده
5,15,34,34,451
5,65,24,54,65,32
5,14,45,35,45,13
5,34,24,64,54,54
5,25,04,94,25,15
5,35,14,15,15,46
4,55,05,15,25,37
نیانگیم5,24,94,74,85,1
0,30,40,40,40,3σ

از این دسته میانگین هرکدام . گیري هستندهرکدام یک دسته اندازهسري الف، ب، ج، د، ه. هاي متوالیگیريچند مجموعه اندازه4جدول
در واقع نتایج میانگین هم داراي . باشدها مینکته مهم تفاوت میانگین هر کدام از این دسته. ها نوشته شده استها در زیر آنگیرياندازه

.توان براي آن انحراف معیار تعریف کردپراکندگی است و می

یـک دسـته از   ار ی ـبلکه با داشتن انحراف مع . میانجام ده  يریگدازهن همه ان  یست ا ین لازم ن  یانگیار م یدا کردن انحراف مع   یپ ياما برا 
ن رابطـه  یبا استفاده از ا. که در زیر آمده است به دست آوردک رابطه   یها را با    ن آن یانگیار م یتوان انحراف مع  یها، م تعداد آن اعداد و   

.1شودیزده ميکلک آماریدر واقع نوع. دیآیبه دست م،نیانگین بدون تکرار اندازه گرفتن میانگیار میانحراف مع

5يرابطه
Nm
 

همـان طـور کـه مشـاهده     . انـد استفاده شـده ي میانگین براي محاسبهاست که گیري شده تعداد اعداد اندازهNي بالا که در رابطه  
پراکنـدگی میـانگین را   ،گیـري پس افزایش تعداد اندازه. شودتر میکم m، مقدار   تر شود ها بیش گیريازهکنید هر چه تعداد اند    می

بنابر این هر گاه در پژوهش خود با خطاي تصادفی زیادي مواجه شـدید بـا     . شودکم کرده و در واقع خطاي تصادفی میانگین کم می         
ي بیشـینه ،البته باید توجه داشته باشـید کـه خطـاي انـدازه گیـري           . توانید این خطا را تعدیل کنید     ان می گیریتافزایش تعداد اندازه  

.گیري سودي نداردتر آوردن خطاي تصادفی از خطاي دستگاه اندازهگیري و خطاي تصادفی است لذا پایینخطاي دستگاه اندازه

يهـا يری ـگتعـداد انـدازه    يکه برا . توان استفاده کرد  یمنیز  ر  یز یبیه و تقر  ساده شد  ين از رابطه  یانگیم یدا کردن پراکندگ  یپ يبرا
صحت دارد12تر از کم

6يرابطه
N

xx
m

minmax 

.گیري شده استتعداد اعداد اندازهNي شده بوده و گیرترین عدد اندازهکمminxگیري شده، ترین عدد اندازهبیشmaxxکه 

)21و 20صفحه (ها مراجعه کنید گیريتوزیع اندازه3,3ملی بخش توانید به کتاب فیزیک عبراي دیدن اثبات می1
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. ها اسـت  نیانگیم یو پخش شدگ   یدهنده پراکندگ چون نشان . استتصادفی  يخطا يبرا یت خوب ین کم یانگیم انحراف معیار مقدار  
در . بـود تـر خواهـد   ج متفـاوت ینتـا يریگدازهبا تکرار اناست یعنیيترشیبيخطايتر دارد داراشیبیکه پراکندگ يدر واقع عدد  

میانگینیمقدار پراکندگ1جدولاعداد 120.mچ یم پ ـیپس مقدار مقاومت س ـ. است 120624 ..R  خواهـد بـود .
خواهـد  يری ـگدستگاه اندازهيشده همان خطايریگت اندازهیکميباشد خطا  .120تر از بالايریگله اندازه یوس خطايالبته اگر   

.بود

ي خود خطـا  معنی هستند در واقع محاسبهبی،تر خطاهاي سوم و بیشتر از دو رقم داشته باشد، رقم  خطا نباید بیش  توجه کنید که    
ان داد که اگر چند بار خطا را محاسـبه کنیـد بـه دلیـل وجـود عـدم قطعیـت در        توان نشمی. هم با عدم قطعیت و خطا همراه است    

رسید که این نتایج مختلف داراي انحراف معیار مشخصی هستند که از آن به عنوان خطاي خطا یـاد      محاسبات به نتایج مختلفی می    
بنابر ایـن نسـبت عـدم قطعیـت خطـا بـه       ،N/برابر بود با از طرفی خود خطا.استN/مقدار این عدد برابر با   . کنیممی

یعنی نسبت عـدم قطعیـت   (دار اعتبار داشته باشد رقم معنی2است و این یعنی اگر بخواهیم خطایمان تا    N/1مقدارش برابر با    
دهیـد سـعی کنیـد    انجام مـی هایی کهدر پژوهش پس. اید داشته باشیم  اندازه گیري ب   100ي  از مرتبه ) باشد 0,1خطا به خود خطا     

ي خطا تا دو رقم اعشار براي وقتـی صـحیح اسـت کـه تعـداد      کنید تنها یک رقم داشته باشد چون محاسبهخطایی که یادداشت می   
. هاي شما خیلی زیاد باشندگیرياندازه

ي خطاي توابعمحاسبه

گیري شـده بـه تـابعی از    یعنی به جاي خود کمیت اندازه. شوید از روابط و توابعی استفاده کنید       ممکن است در تحلیل نتایج مجبور     
گیـري  هـا را انـدازه  گوییم که مستقیم آن   هاي ثانویه می  به این اعداد کمیت   . آن نیاز داشته باشید مثلا توان دوم آن و یا جذر کمیت           

مسلما یک راه این است که کمیات ثانویه هر        چه قدر خواهد بود    ات ثانویه کمیسوالی که مطرح است این است که خطاي         . ایمنکرده
. کردیم خطاي این کمیات را محاسبه کنـیم       ها را پیدا می   گونه که خطاي تصادفی کمیت    گیري را محاسبه کرده و سپس همان      اندازه

گیـري را در  ایم و دقت دستگاه انـدازه کردهاشکالی که مطرح است این است که با این کار ما خطاي تصادفی این کمیات را محاسبه                
ها یکسان باشند به طوري که خطاي تصـادفی صـفر شـود، امـا مـا                 گیريمثلا فرض کنید تمام اندازه    . ایمخطاي خود در نظر نگرفته    

لـذا بـا در     . است گیريگیري شده برابر با دقت دستگاه اندازه      دانیم این به معناي صفر بودن خطا نیست بلکه خطاي کمیت اندازه           می
اما در کمیات ثانویه دقت دستگاه را چگونه باید وارد کرد؟ براي ایـن کـار                . دهیمنظر گرفتن دقت دستگاه خطاي خود را گزارش می        

هایی از کمیات ثانویـه و خطـاي   روشی کلی وجود دارد که در پیوست الف این جزوه توضیح داده شده اما ما در این جا به بیان مثال            
.کنیمسنده میها بآن

جمع

2xو 1xکه خطاي هر کـدام بـه ترتیـب       . است 2xو   1xفرض کنید که کمیت مهم براي شما حاصل جمع دو کمیت مختلف             
پس بنا به تعریف داریم.دهیمنشان میsو خطاي آن را با sحاصل جمع این دو کمیت را با . است

721يرابطه xxs 
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2Xو   1Xهـا را بـا      هـا کـه آن    دانیم مقدار واقعی کمیـت    ن می چو. باشد 2xو   1xباید جمع خطاي     sشاید فکر کنید که خطاي      
11111: یعنـی    هسـتند ي خطـا    گیـري شـده و در فاصـله       دهـیم در همسـایگی مقـدار انـدازه        نشان مـی   xxXxx   و

22222 xxXxx      بنا بر این)()( 21212121 xxxxSxxxx         خواهد بـود و در نتیجـه
21مقدار خطا    xxs   ایـم نـه    با این کار تنها حد بالاي خطا را مشخص کـرده          . در حالی که این کار غلط است      . خواهد شد

یـت  فرضی خطاي این کمبا چنین. را به عنوان خطاي آن در نظر بگیریم Sانحراف معیار خود آن را، روش درست این است که ما          
آیدبه صورت زیر در می

82يرابطه
2

2
1 xxs 

maگیري شده طول و عرض یک میز هستند، کـه عـرض آن   به عنوان یک مثال فرض کنید دو کمیت اندازه         00306000 ..  و
mbطول آن    00508000 ..  را محاسبه کنیم باید حاصل جمع دو کمیـت را داشـته باشـیم              میزل باشیم محیط    اگر مای . است .

mcدر این صورت    . دهیمنشان می  cحاصل جمع این دو کمیت را با         00604001 ..  ضـرب   2این کمیت را بایـد در       . شودمی
تا بتوانید محیط میز را  ي پیدا کردن خطاي ضرب را هم یاد خواهید گرفت         در موارد بعد  . کنیم تا محیط میز را محاسبه کرده باشیم       

.با خطایش محاسبه کنید

جمع کرده باشیم یعنیراعددn،اگر به جاي دو عدد

9يرابطه



n

i
ixs

1

آیدخطاي این مجموع با این رابطه به دست می

10يرابطه



n

i
ixs

1

2

تفریق

نشـان   dو خطایش را با      dآن را با     باشد و 2xو   1xبا خطاي    2xو   1xاگر کمیت مورد نظر شما حاصل تفریق دو کمیت        
دهیم خواهیم داشت

1121يرابطه xxd 

و

122يرابطه
2

2
1 xxd 

این . ترتري است اما با خطاي بیشکمحاصل عدد  ،تفریق چون با عمل  . شود از تفریق دو کمیت پرهیز شود      اکیدا توصیه می  : توجه  
گیـري را  شود که به جاي این کـار دسـتگاه انـدازه     لذا توصیه می  . خطاي نسبی در کمیت شده که اصلا مطلوب نیست        باعث افزایش   
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مسـلما آب را  . اندازه بگیریـد خواهید وزن مقداري آب را فرض کنید میبه عنوان مثال . کالیبره کرده تا از این تفریق جلوگیري شود       
توانید این ظرف را وزن کرده و آب و ظرف را نیز وزن کنید و با تفریق این دو کمیت مقدار     می شما. باید با ظرفی روي ترازو بگذارید     

ظـرف وزن صـفر   اما راه بهتري هم وجود دارد ظرف را روي ترازو گذاشته و ترازو را طوري کالیبره کنید که با     . وزن آب را پیدا کنید    
با این کار هم خود خطا و هم خطاي   . دهد را یادداشت کنید   را نشان دهد سپس آب را داخل ظرف ریخته و وزنی که ترازو نشان می              

.گیري را کاهش خواهید دادنسبی اندازه

cmdاختلاف طول و  عرض میز     . گیریمدوباره مثال میز را در نظر می       60020 ..  ي جالب این است کـه خطـاي      هنکت. شودمی
یعنی خطاي نسبی در این .است0,006و خطاي نسبی طول      0,005است در حالی که خطاي نسبی عرض         0,03نسبی این کمیت    

.برابر شده است10تقریبا مورد

ضرب

دهیمنشان میpحاصل را با . کنیمضرب می2xو 1xرا با خطاي 2xو 1xحالا دو کمیت

1321xxpيرابطه 

آیدي زیر به دست میاز رابطهpخطاي 

14يرابطه
2

2

2
2

1

1
21 







 








 


x
x

x
xxxp

20030480بنابراین مساحت میز به صورت       ms ..  به علاوه براي محیط آن که با ضرب کـردن  .قابل گزارش استc بـه  2در
mMآید داریمدست می 010802 .. 

تقسیم

(دهـیم   نشان مـی   tحاصل را با    . کنیمبر هم تقسیم می    2xو   1xرا با خطاي     2xو   1xحالا دو کمیت  
2

1
x
xt  .(   خطـايt  از

آیدي زیر به دست میرابطه

15يرابطه
2

2

2
2

1

1

2

1







 








 


x
x

x
x

x
xt

00607500بنابراین نسبت عرض به طول میز  .. آیدبه دست می.
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گیريخطاي دستگاه اندازه

توان متري نمی ایم با خط کش میلی    گونه که قبلا اشاره کرده    همان. گیري دارد عدم دقتی است که دستگاه اندازه      ،یکی از دلایل خطا   
ترین مقدار خطاي تصادفی و خطـاي دسـتگاه         بیش ،گیريو نیز گفتیم که خطاي اندازه     . متر اندازه گرفت  میلی دهم طولی را با دقت   

در برخی از مواقع این کار آسانی است چون روي بعضـی            . گیري را چگونه باید تعیین کرد     اما خطاي دستگاه اندازه   . گیري است اندازه
تـرین رقمـی کـه    تـوان کـم  دقت دستگاه روي آن نوشته نشده بـود مـی  اگر . شده استها نوشتهگیري دقت آن هاي اندازه از دستگاه 

دمـاي دماسـنج کنیـد و ایـن   دیجیتال استفاده مـی دماسنجبراي مثال اگر از یک  . دهد را به عنوان خطا نشان داد      دستگاه نشان می  
C315.   یاC014.  ي توانید خطا را بـه انـدازه  صورت شما میدر این . نشان دهدراC10.   البتـه اگـر خطـاي    (گـزارش کنیـد

). باشد.C10تر از تصادفی شما کم

:گیري باید به نکاتی توجه داشتبعضی از وسایل اندازهدر مورد

سنجزمان) 1

نشـان  .s010ها زمـان را بـا دقـت    اکثر زمان سنج. دهد مناسب نیستشان می سنج آخرین رقمی که این وسیله ن      براي خطاي زمان  
بـراي ایـن منظـور    .اسـت تـر بـیش چون زمان واکنش ما از این عدد . توانیم از این توانایی دستگاه استفاده کنیم      دهند اما ما نمی   می
.خطا در نظر گرفتبراي این .s10توان عددي در حدود می

کشخط) 2

کـش فلـزي بـراي    خـط . کش است و دقت خـوبی نـدارد  کش پلاستیکی استفاده نکنید چون بدترین نوع خطسعی کنید که از خط    
.ي مناسبی استگیري طول وسیلهاندازه

0,5بـه صـورت چشـمی    توانیـد متري باشد اما شما مـی بندي روي آن میلیکشی در اختیار داشته باشید که درجهممکن است خط  
.متر قرار دهیدمیلی0,5توانید خطاي دستگاه خود را بنا بر این می. کش پیدا کنیدمتر را هم با این خطمیلی

کـش  بـار از خـط  nگیري طول مـورد نظـر بایـد    و براي اندازهباشدکش خطکنید که بلندتر ازگیري میرا اندازه فرض کنید طولی    
مقـدار خطـاي   10يرابطـه ایـد طبـق   اه یکسان جمـع کـرده  کمیت را با خطاي دستگnچون شما با این کار عملا . استفاده کنید

دستگاه شما به صورت

16xnlيرابطه 

.گیري استخطاي دستگاه در یک اندازهxگیري شده و خطاي طول اندازهlاست که 

گزارش عدد

:به نکات زیر هنگام گزارش یک عدد باید توجه کرد
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طـوري یـک   ني خود نبایـد همـی  پس در وسط مقاله. بنویسیدرا شدهگزارش که حتما باید کمیت مربوط به عدد  اینهتر از هم  مهم
بـراي مثـال فـرض کنیـد متوسـط طـول یـک کـرم خـاکی را          .داند که این عدد مربوط به چیست   چون خواننده نمی  . عدد بنویسید 

cm1074گیري کرده اید که برابر با اندازه .. شما در گزارش خود نباید این طول را مثل پایین بنویسید. شده است.

cm1074 .. 

دهید و این عدد را ماننـد زیـر   نشان میlحداقل کار این است که شما در قبل این قرار داد را کرده باشید که طول کرم خاکی را با      
.گزارش کنید

cml 1074 .. 

اما بهتر است که به صورت کامل بنویسید یعنی

cml: متوسط طول کرم خاکی  1074 .. 

علت هم واضح است فرض کنید که من طولی را بـدون واحـد              . کنید یادداشت کنید  همیشه واحد مربوط به عددي را که گزارش می        
آنگستروم؟18سال نوري است؟ یا 18متر است؟ سانتی18گزارش کنم حالا این طول 18عدد 

به علاوه واحـد    . دوتا است در جدول یادداشت کنید، تا قابل فهم باشند         تر از یکی    ها بیش گیري شده خود را که تعداد آن      اعداد اندازه 
مثـالی از ایـن موضـوع    5جـدول و 1جـدول . توانید در سطر یا ستون مربوط به مشخص کردن کمیت تعیین کنیـد ها را میکمیت
.هستند

خصوصـا  . ي اعتبار عدد شما است و اطلاعات خیلی مهمـی در خـود دارد             د چون خطا نشان دهنده    حتما باید نوشته شو   عدد  خطاي  
اي که براي اصـل   درست مانند مقایسه  . ین کاري حتما به خطا نیاز دارید      واهید بکنید مثل مقایسه، براي همچ     اگر استدلال علمی بخ   

.هاي قبلی انجام دادیمبازتاب در بخش

تر از دو رقم داشته باشد و حتی خیلی بهتر است خطاي خود را با یک رقـم اعشـار اعـلام    ما نباید بیشهمانطور که گفتیم خطاي ش    
بهتـر اسـت کـه شـما خطـا را      . شده است.cm11اید و خطاي این طول برابر با  مثلا فرض کنید طول جسمی را اندازه گرفته       . کنید
cm1یا اگر خطاي شما گزارش کنید وcm024310. به دست آمد، خطاي خود را به صورتcm020.گزارش کنید.

بـه دسـت آوردیـد    .cm50با خطـاي  .cm36422ي مثلا اگر متوسط طولی به اندازه. ها را با ارقام با معنی بنویسیدهمیشه کمیت 
cm5036422د خود را نباید به صورت       عد ..   تر از خطا  هاي کوچک چون رقم . گزارش کنید)cm0640.(   گیـري شـما    در انـدازه
cm50322پس این عدد باید به صورت . مفهوم هستندبی .. ي خطا نوشته شودها باید تا مرتبهیعنی رقم.گزارش شود.
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نمودار

مقدمه

يرو یف ـیل ک ی ـتـوان تحل  ی، م ـ يری ـگاندازه يج عدد ینتا ياز رو  یگاه. ها است تین کم یدا کردن روابط ب   یپ پژوهشاز اهداف    یکی
زمـان سـقوط هـم       ،قوطاد شدن ارتفاع س ـ   یبا ز (شود  یاد م یهم ز yتیکم ،xت  یاد شدن کم  یم که با ز   ییمثلا بگو . اعداد ارائه کرد  

ین آنها کـار آسـان  یدا کردن روابط بیگر، پیبه عبارت د. میها صحبت کنتین کمیایرفتار جزئ يم درباره یتوانیاما نم ). شودیاد م یز
د ی ـر توجه کنیمثال به اعداد زيبرا. میش دهیک نمودار نمایيها بهتر است آنها را باهم روتین کمیدرك بهتر روابط ب  يست برا ین
ابعـاد اسـتوانه   (شـود یدرجه رهـا م ـ 6يهیبا زاويداربیسطح شيکه از رواستياجسم استوانهیک ياعداد بران یا).5جدول(

vزمـان حرکـت جسـم و     tب دار دارد،    یسـطح ش ـ   يتا ابتدا است که جسم     يافاصله d. )دار کوچک است  نسبت به سطح شیب   
سـرعت متوسـط جسـم را از    . میینمایدن آن را ثبت م    یجسم را در فواصل مختلف رها کرده و زمان رس         . سرعت متوسط جسم است   

د کـه زوج  ی ـکنیمشاهده م5جدولزوج مرتب الف و ب را در يدو سر.میآوریبر زمان حرکت به دست مي طی شدهم فاصلهیتقس
.ب سرعت متوسط جسم و زمان حرکت استيهاجسم و زمان حرکت است و زوج مرتبيالف فاصلهيهامرتب

زوج مرتب الفزوج مرتب ب
سرعت متوسط 

)
s
mv /(

زمان حرکت 
)st /(

فاصله 
)md /(

زمان حرکت 
)st /(

0,000,000,000,00
0,220,500,110,50
0,450,970,440,97
0,711,370,981,37
0,921,901,741,90
1,152,372,722,37
1,42,803,922,80
.هستندیدر رابطه با سقوط جسميریگالف و ب دو دسته اندازهيسر5جدول

تفاوت 2نموداربه یاما با نگاه. مسلما کار دشواري استد؟یان کنیرا بفاصله و سرعت متوسط با زمان يرابطهد تفاوتیتوانیا میآ
.به وضوح قابل درك استزوج مرتبين دو سریا
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ها نقاط سري ب بوده و دایره) فاصله(ها نقاط سري الف مثلث. به تصویر کشیده شده است4جدولهاي مرتب سري الف و ب از زوج2نمودار
ها تقریبا در یک راستا بوده و یک خط به خوبی از آن) هادایره(کنید نقاط سري ب طور که مشاهده میهمان. هستند) سرعت متوسط(

.گذردمی

امـا نقـاط   گـذرد هـا مـی  نقاط سري ب تقریبا در یک راستا بوده و یک خط به خوبی از آنشود، دیده می2نمودارهمان طور که در 
م کـه   یشـو یه م ـ حداقل متوج  یول) یالبته با سواد فعل   . (میدا کن یها پ آن يبرا يام رابطه یتوانیندارند و ما نم    یطالف شکل خ   يسر

.ستینیت خطین دو کمیايرابطه

ها برقرار استزیر براي آنين رابطهیو بنابرا. دار آن خط استشکل نمویعنی. استیخطيک رابطهیيب دارايدر واقع سر

4bmxyيرابطه 

ده ی ـم که شـما مفهـوم خطـا را خـوب فهم    یانتظار دار(ایم استفاده کردهxنماد و براي زمان از  yکه براي سرعت متوسط از نماد       
تـوان بـا   یم ـ).قی ـش است نه به صـورت کـاملا دق  یفوق بر قرار است منظور در حد دقت آزما     يم رابطه ییگویم یوقت یعنی. دیباش

بعدي بـه ایـن     هايدر بخش  .را به دست آورد    yو   xت  ین دو کم  یب ي، رابطه )bوm(ب خط و عرض از مبدا آن        یش يریگاندازه
.موضوع خواهیم پرداخت

ک خط در نموداریو عرض از مبدا ب یشيمحاسبه

ش یافـزا يد بـرا یتوجه داشته باش). (3شکل(ي خط مورد نظر انتخاب کردد دو نقطه رویک خط در ابتدا بایب یشيمحاسبهيبرا
ين دو نقطـه را از رو      یبعد عرض و طول ا     يدر مرحله ). اد باشد ین نقاط از هم ز    یا يب خط بهتر است فاصله    یش يدقت در محاسبه  

اول را با     ينقطه. میخوانینمودار م  11 yx دوم را بـا      يو نقطـه  , 22 yx 12ر یسـپس مقـاد  . میده ـیش م ـ ینمـا , yyy  و
12 xxx قابل محاسبه استیب به راحتیمقدار ش. میکنیادداشت می3شکلمانند ،نموداريرا محاسبه کرده و رو:
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17يرابطه
x
ym






دیآیب آن به دست میعرض از مبدا خط هم پس از به دست آوردن ش

1811يرابطه mxyb 

ای

1922يرابطه mxyb 

.دید استفاده کنیلیفوق که ماياز هرکدام از دو رابطه

هـا را بـا مقـادیر    را بـه دسـت آورده و آن  5نمـودار هاي بیشینه و کمینه و همچنین عرض از مبدأ توانید براي تمرین شیبشما می
6025. مقابل مقایسه کنید .. m 38و b

ک خطیب یروش به دست آوردن ش3شکل
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مناسبخطمیترس

x x y y
٢,٢ ٠,١ ٣,٢ ٠,٩
٣,٠ ٠,١ ٧,٤ ٠,٩
٣,٨ ٠,١ ١٣ ١
٥,٠ ٠,١ ١٦ ١
٥,٨ ٠,١ ٢٢ ١
٦,٧ ٠,١ ٢٦ ١
٧,٧ ٠,١ ٣٠ ١
٨,٤ ٠,١ ٣٥ ١
٩,٢ ٠,١ ٣٩ ١
١٠,١ ٠,١ ٤٤ ١

ي خطیاعداد نمونه با رابطه6جدول

6جـدول براي مثـال از اعـداد   .گیري شده را که خطی است پیدا کنیمیت اندازهن دو کمیبيم رابطهیخواهید که میحالا فرض کن
).3نمـودار (کنـیم مشـخص مـی  هـا را رسم کرده و خطاي آنراxبرحسب yنقاط نمودار کارنیايبراابتدا. نیمکاستفاده می

خطی که دو انتهایش مشـخص شـده نشـان داده           تاي خودشان به صورت پاره    در راس  yو براي کمیت     xخطاي نقاط براي کمیت     
.شونددیده مینا متقارنبزرگشده از همین رو نقاط مانند یک 

xبرحسب 6جدولازyنقاط3نمودار
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ین خط، خط ـیمنظور از بهتر). 4نمودار(م یکنیکش رسم من نقاط عبور داد را با خطیتوان از ایکه مین خطیبهترنمودار، يرو
گفته که   یروش سپس طبق .ک است ینه شده باشد و از لحاظ ظاهر بتوان گفت به نقاط نزد           ینقاط از آن کم    مجموع فواصل است که   

.میادا کردهیمورد نظر را پين دو مقدار عملا رابطهیبا داشتن ا. میکنیدا میب و عرض از مبدا خط رسم شده را پیششد، 

3نمودارنقاطين خط برایرسم بهتر4نمودار

را در یلین مسـتط یخطـا کـوچکتر   يمحاسـبه  يبرا. ي حاکم را نیز پیدا کنیم     باید خطاي رابطه  ما  . اما هنوز کار ما تمام نشده است      
:م که یریگینظر م

.همه نقاط را شامل شودباشند وين خط رسم شده موازیل با بهتریمستطاضلاع بزرگ

ن مساحت را داشته باشدیتراست که کمیلیل، مستطین مستطیترمنظور از کوچک: توجه 

ي هر خط موازي از بهتـرین خـط   کشی دو خط موازي با بهترین خط بالا و پایین آن رسم کنیم به طوري که فاصله       باید با خط  پس  
ن دو قطر را به عنوان دو خـط در  یل را رسم کرده و این مستطیايهاقطر. شود کمینه باشدي نقاط را شامل می  که همه در عین این  

ب و عـرض از  یش ـير خطاین دو خط را محاسبه کرده و با استفاده از روابط زیب و عرض از مبدا ایبعد ش). 5نمودار(گیریممینظر 
.میکنیدا میمبدا را پ
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4نمودارترین شیب به کمک مستطیل در ترین و کمهاي با بیشچگونگی رسم خط5نمودار

. ب را دارد  ین ش یترل است که کم   یگر مستط یب قطر د  یش minmب را داشته و     ین ش یترشیاست که ب   یب خط یش maxmدر روابط   
ن یتـر ل است که کمیگر مستطیعرض از مبدا قطر دminbرا داشته و ن عرض از مبدایترشیباست که یعرض از مبدا خطmaxbو  

.را داردمقدار

20يرابطه
2

minmax mm
m




شودیر میز به صورت زیآن نيو خطا.ن خط استفاده کردیب بهتریشيبه جاmتوان ازیم

21يرابطه
2

minmax mm
m




میداربهترین خط عرض از مبدا ين صورت برایبه هم

22يرابطه
2

minmax bb
b




شودیر میز به صورت زیآن نيو خطا

23يرابطه
2

minmax bb
b



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 ـ  بعدیعنی ابتدا بهترین خط را رسم، . نکنیمن خط را محاسبه یب بهتریشابتدا پس بهتر است از همان    ب و ین ش ـیتـر شیخـط بـا ب
بـا  .  ا کنـیم ز مبدا را بـا ایـن دو خـط پیـد    ترین شیب و عرض اترین و کمو بیشکه گفته شد رسم کرده       یبه روش  ب را ین ش یترکم

و 21يرابطـه هـا را از  آنيو خطاتوان پیدا کردشیب و عرض از مبدا بهترین خط را هم می21يرابطهو 16يرابطهاستفاده از 
!کشیمتري میمدردسر کب ین شیدا کردن بهتریپين حالت برایدر ا. میراویبه دست ب23يرابطه

به دست آوردن روابطی که خط نیستند

حـالا اگـر شـما نمـوداري رسـم          . ي بین دو کمیت را که به صورت خطی هستند بدست بیاورید           تا به الان شما یاد گرفتید که رابطه       
خواهیم روشی براي پیدا کردن روابـط  در این بخش میچه باید کرد؟) 7جدولو 5جدول(کردید و نقاط آن به صورت خطی نبود 

.ي خطی پیدا کنیمدیگري غیر از رابطه

:ي آزمایش زیر استنتیجه7جدولاعداد 

سپس . هم دما شود   ي لیوان بدنهکنیم تا لیوان آب با      کمی صبر می  . تا به جوش بیاید    دهیمیک لیوان آب را داخل مایکرویو قرار می       
ایـن آزمـایش را تکـرار    (خوانیم در هر زمانی دماي آب را می. اندازیمسنج را به کار میدماسنجی را داخل لیوان آب قرار داده و زمان   

.اندقابل مشاهده7جدولهاي مختلف در نتایج میانگین دما در زمان). کنیممی

خطاي دما 
)C(

خطاي زمان 
)s(

اختلاف دما با محیط 
)CT  /(

زمان 
)ht /(

10,001540,000
10,001440,083
10,001470,167
10,001300,250
10,001260,333
10,001210,417
10,001180,500
10,001140,583
10,001120,667
10,001100,750

).آب در حال سرد شدن است(اختلاف دماي یک لیوان آب با محیط بر حسب زمان 7جدول
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بـه  6نمـودار شـود کـه نقـاط    دیده می. رسم شده است6نمودارکه در . رویممی7جدولدر ابتداي کار به سراغ رسم نمودار اعداد 
.اندصورت یک خط نیستند و انحنایی ایجاد کرده

قدر کوچک است که قابل نمایش دادن خطاي زمان آن(هاي مختلف سرد شدن با محیط بر حسب زماناختلاف دماي آب در حال6نمودار
.ي خطی نبودن روابط نقاط استشود این نقاط تقعري به سمت بالا دارند که نشان دهندهطور که مشاهده میهمان). نیست

بـار نقـاط  ایـن . کنیمرسم می7نموداردر را ،ر حسب زمانباختلاف دما1اختلاف دما برحسب زمان لگاریتمحالا به جاي رسم خود 
).رفتار خطی دارند(تقریبا روي یک خط قرار دارند

.تر به پیوست انتهاي این جزوه مراجعه نماییدبراي اطلاعات بیش. لگاریتم یک تابع است1
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ت که قابل نمایش قدر کوچک اسخطاي زمان آن(هاي مختلف لگاریتم اختلاف دماي آب در حال سرد شدن با محیط بر حسب زمان7نمودار
بهترین خط قابل برازش هم براي این نقاط در این نمودار . اندشود این نقاط به صورت یک خط در آمدهطور که مشاهده میهمان). دادن نیست

)..()..(ي بهترین خط به صورت رابطه.رسم شده است 010993020252  xyاست.

)..()..(ي مورد نظـر مـا بـه صـورت           پس رابطه  010993020252  xy        اسـت کـه در آنx    همـانht yبـوده  و /
)ln/(نیز CT )خواهیم داشتي این خطگذاري این دو کمیت در رابطهبا جاي.است)اختلاف دمالگاریتم طبیعی

)ln/()..)(/()..(24يرابطه 010993020252  htCT

آوریمبه دست می24يرابطهاز دوطرف ) تابع معکوس لگاریتم طبیعی تابع نمایی است(لگاریتم طبیعی  با گرفتن تابع معکوس

)/()exp())/)(..(exp..(25يرابطه 010993020252  htCT

)exp..(يکه با محاسبه 010993 رسیمیط میي نهایی براي اختلاف دما با محبه رابطه

)/()..()exp)..)(/((26يرابطه htCT 02025250054 
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سمت . دارطح شیبدار بر حسب زمان رسیدن جسم به ابتداي سي رها کردن جسم از ابتداي سطح شیبلگاریتم فاصله: سمت چپ8نمودار
هیچ کدام از این دو . داردار بر حسب لگاریتم زمان رسیدن جسم به ابتداي سطح شیبي رها کردن جسم از ابتداي سطح شیبفاصله: راست

.منحنی به صورت خطی نیستند

. ي خطی نیسـتند مشاهده کردیم این اعداد داراي یک رابطه2نمودارطور که در همان. توجه کنید5جدولحالا به اعداد سري الف 
. )8نمـودار (، باز هم نقاط روي یک خط نخواهنـد بـود  و یا بالعکساگر مانند حالت قبل لگاریتم فاصله را بر حسب زمان رسم کنیم

شود کـه ایـن   اند و دیده میقابل مشاهده9نموداراریتم زمان این نقاط رسم کنیم که درتوانیم لگاریتم فاصله را بر حسب لگاما می
.گیرندقرار میتقریبا روي یک خطنقاط 

به وضوح . داردن جسم به ابتداي سطح شیبدار بر حسب لگاریتم زمان رسیي رها کردن جسم از ابتداي سطح شیبلگاریتم فاصله9نمودار
ي آن به صورت گذرد و رابطهخط رسم شده بهترین خطی است که از این نقاط می. اندشود که این نقاط روي یک خط نشستهدیده می

)..()..( 020750030062  xyاست.

)..()..(ي ما   پس رابطه  020750030062  xy      بوده که در آنx  وy به ترتیب)/ln( st و)/ln( md بـا  . هسـتند
رسیمي زیر میرابطهبه ي خط ها در رابطهگذاشتن این
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)ln()..()/ln/()..(27يرابطه 020750030062  stmd

خواهیم داشتبا گرفتن تابع معکوس لگاریتم طبیعی

)/())ln()..exp/(()exp)..((28يرابطه 020750030062  stmd

ه مان در این رابط ـرفت توان ز  همان گونه که انتظار می    . رسیمي نهایی می  و با ساده کردن و به دست آوردن اعداد و خطاها به رابطه            
.)نواختدار یکحرکت شتاب(است2ه نزدیک ب

)/()..)(/()..(29يرابطه 030062010470  stmd

اگر نقـاط  . کنیمدیگر را رسم میي بین دو کمیت فیزیکی ابتدا نمودار دو کمیت بر حسب یک       پس بعد از این براي پیدا کردن رابطه       
سب نمودار لگاریتم کمیت اول بر ح  . شویمي خطی داریم و اگر به صورت خط نبود ناراحت نمی          به شکل خط بودند که ما یک رابطه       

کنـیم یعنـی لگـاریتم کمیـت دوم را برحسـب کمیـت اول رسـم        کنیم و اگر نتیجه نداد بـرعکس عمـل مـی          کمیت دوم را رسم می    
باز هم اگر خطی مشاهده نشد هنوز یک راه باقی مانده است و آن ایـن اسـت کـه لگـاریتم هـر دو کمیـت را بـر حسـب                        . نماییممی
عمـلا مـا در تمـام       . ي خودتـان را عـوض کنیـد       کنم مساله به وجود نیامد توصیه می     و اگر با این کار هم خطی      . دیگر رسم کنیم  یک

بـراي  . ها برقرار باشد یا براي لگاریتم یکیشان و یـا هردوشـان  تواند براي خود کمیتمنتها این خط می. حالات به دنبال خط هستیم    
.پردازیماوریم، میتوانیم به دست بیبهتر فهمیدن این موضوع به بررسی انواع روابطی که می

توانیم به دست بیاوریم به صورت زیر هستندروابطی که ما می

:خطی

30baxyيرابطه 

آوریممییک خط به دستxبر حسب yروشن است که با کشیدن 

:نمایی

31bxaeyيرابطه 

رسیمي زیر میي فوق به رابطهطهکه با گرفتن لگاریتم از دو طرف راب

)ln()ln(32يرابطه abxy 

در نما بوده و عرض از مبدا xشود که شیب این خط ضریب به شکل خطی میxبر حسب  ln(y(ي بالا معلوم است که      از رابطه 
است) a(آن لگاریتم ضریب تابع نمایی 

:توانی
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33baxyيرابطه 

رسیمي زیر میي فوق به رابطهطهکه با گرفتن لگاریتم از دو طرف راب

)ln()ln()ln(34يرابطه xbay 

بـوده  33يرابطهدر xشود که شیب این خط توان به شکل خطی میln(x(بر حسب y)ln(ي بالا به معلوم است که از رابطه
.است) a(و عرض از مبدا آن لگاریتم ضریب تابع توانی 

رسم نمودار

بندي شود که براي رسم نقاط از تمام نمودار استفاده شود و قسمتی از آن بدون در رسم نمودار باید توجه کرد نمودار طوري مقیاس   
ها بـه همـراه واحـد روي محورهـا مشـخص      کمیت.نوشته شود یعنی روي محورها اعداد مشخص شوندها هم مقیاس .استفاده نماند 

بـراي نمـودار   )گونه که در نمودارهاي این جزوه نشان داده شـده         همان(حتما خطاي نقاط به صورت یک خط نشان داده شود            .شود
.داده شودي نمودارجلوي شمارهو توضیحات لازم در تا بتوان به آن ارجاع داد تعیین کردهايهشمار

xبـا خطـاي      xاگر کمیـت     .هنگام لگاریتم گرفتن باید توجه کرد که خطاي لگاریتم کمیت با خطاي خود کمیت متفاوت است               
آیدبه دست میي زیراز رابطهln(x(خطاي . باشد

35xيرابطه
xx  )ln(

در یکـی از    . از نقاط نمـودار اسـتدلالی کنیـد       با استفاده   خواهید  میکه  یوقت حتما خطاها باید در نمودار نمایش داده شوند خصوصا        
xبـا زیـاد شـدن کمیـت     ي جالب مواجه شده است، کرد که با یک پدیدهآموزي ادعا میدانش. این مشکل بود1387کارهاي سال   

بار انجام داده بود و خطـایی  یک تنها در یک محدوده افت شدید دارد که این خارج از انتظار بود ولی متاسفانه آزمایش را                yکمیت  
همیشه حواسـتان باشـد اگـر بـا چیـز خـارق       .براي نقاط نمودارش نداشت و به خاطر همین موضوع استدلالش کاملا غیر علمی بود    

ي خود با محاسبات خطـا مطمـئن شـده بعـد     ي خارق العادهخواهید استدلالی انجام دهید، اول از پدیده اي مواجه شدید و می    العاده
.شروع به نظریه پردازي کنید
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پیوست

ي خطاي توابع در حالت کلیمحاسبه: پیوست الف

یک متغیرهتابع دلخواه

را ) x(از کمیـت مـورد نظـر    fخـواهیم تـابع   مـی فـرض کنیـد  . هوم مشتق آشنا باشیدهمیدن این قسمت لازم است با مف براي ف 
آیدي زیر به دست میاز رابطهxf)(خطاي . استxکمیتکه خطاي آن . بگیریم

36xيبطهرا
dx
dff

x



که 
xdx

df مشتق تابع قدر مطلقfي در نقطهxاست.

تابع دلخواه چند متغیره

مورد نظـر    هاياز کمیت  fخواهیم تابع   کنید که می   فرض. براي فهمیدن این قسمت لازم است با مفهوم مشتق جزئی آشنا باشید           
)kxxxx ,...,,, kxxxxهاکه خطاي آن. را بگیریم) 321  ,...,,, آیدي زیر به دست میاز رابطهxf)(خطاي . است321

3722يرابطه
3

3

2
2

2

2
1

1
)...()()()( k

k

x
x
fx

x
fx

x
fx

x
ff 


















تابع نمایی و لگاربتم: پیوست ب

بـا اسـتفاده از همـین تـابعی     . نمایش دهـیم n2توانیم این اعداد را به صورت   ما می .... و   8،  4،  2،  1شناسید  را می  2هاي عدد   شما حتما توان  
xayکنیم به شکل    معرفی می         مـثلا تـابع معکـوس      . نامنـد تابع معکوس این گونه توابع را لگاریتم می       . گویندنمایی می که به آن یک تابع

xay     به شکلalog   شود و داریم    نشان داده می :yx alog     در واقع حاصلbalog   دهد که اگـر  عددي را میa   بـه تـوان آن
ba(حاصل خواهد شد   bعدد برسد عدد     ba log( .  10اگرa   10باشدlog        را به صورت اختصار به شکلlog عدد گنگی  . یسندنومی

دهنـد کـه مقـدار آن تـا سـه رقـم اعشـار بـه صـورت          نمـایش مـی  eه دلایلی براي ما جالب اسـت و آن را بـا     ود دارد که ب   ر وج به نام عدد نپ   
7182.e است .elog        را نیز براي اختصار به صورتln  لگاریتمی داراي خواص توابع. یندگودهند و به آن لگاریتم طبیعی مینمایش می

زیر هستند
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38yxxيرابطه aaa logloglog 

39xkxيرابطه a
k

a loglog 

.هاي لگاریتم هستندترین رابطهمهمترین و یکی از کاربردي39يرابطهو 38يرابطه

40axxيرابطه bba log

41يرابطه
b
xx

a

a
b log

loglog 

xayهر تابع 40يرابطهطبق  رت توان به صورا میaxey lnبنابراین ما همیشه توابع نمایی را به صورت کلـی بـه   . نوشت
bxaeyشکل  گیریم و هنگام لگاریتم گرفتن از تابع لگاریتم طبیعی در نظر می)ln (کنیماستفاده می.


