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Abstract 

 In this paper we have endeavored to indicate a general approach for the adjoint of non-linear 

operators. For this purpose, we have changed the classical definition of linear operators in the textbooks. 

Then we have obtained the adjoint of these operators with respect to the definition of the derivative an 

operator or ''Frechet derivative''. Regarding to definition of the adjoint of anti-linear operators, we have 

shown a general definition for the adjoint of non-linear operators. Our approach works for all of the 

differentiable operator. 
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1. Introduction

Most of the operators we deal with in quantum mechanics, are linear. By definition, every linear

operator must have the two following conditions [1]. 

[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]A f x g x A f x A g x     (1) 

( ( )) ( ( )),A af x aA f x   (2) 

where a  is a complex constant. 

There are two different fundamental classes of non-linear operators: the first is homogeneous non-

linear operators which do not satisfy the condition of the equation (2), and the second is nonhomogeneous 

non-linear operators which do not satisfy the condition of the equation (1), [2]. As an example for 

homogeneous nonlinear operator, we can write 
2

0

,ia ia f
Af f e Be da

f


    (3) 

where the domain of A is the same as domain of B . 

 The operator A is not differentiable, so as we see further, the adjoint of this operator cannot be 

defined. In fact, the point is that any differential operator which has the property of (2) is definitely a 

linear operator. The argument is very simple. 

In the mathematical literature, anti-linear operator or conjugate linear operator is known operators that  

does not satisfy the equation (2). This operator is reminiscent of the time reversal operator in quantum 

mechanics. It is well known that Dirac's bra-ket notation is not suitable for these operators [3]. There is a 

report that examines this problem with a special approach [4]. 
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Now consider a non-linear operator B which can be defined by 
2[ ( )] [ ( )]B f x f x    (4) 

In the nest section, we discuss on the general approach for the adjoint of the operator  B . 

2. Adjoint of non-linear operator

For some reasons that will be revealed later we provide another definition in equations (1) and (2) for

arbitrary linear operator A . 

An arbitrary operator is linear if and only if its '' Frechet derivative '' is a constant number or a constant 

matrix. In another statement, operator A which acting on a function f is linear if its '' Frechet derivative '' 

does not depend on function f . 

To clarify this definition, we consider two examples. At first, we consider linear operator A such that 

( ) ( ( ))Af x f g x , where ( )f x and ( )g x are two arbitrary linear functions. So we can write  

[ ( ) ( )] ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) )A f x h x f g x h g x Af x h y g x y dy        (5) 

The derivative of A or ( ) ( )DA f x  is given by 

( ) ( ) ( ( ) )DA f x g x y    (6) 

Obviously the equation (6) shows that the derivative of A does not depend on function f . 

Now, consider other example. 

( ) ln( ( ))Bf x f x    (7) 

One can write 

( )
[ ( ) ( )] ln[ ( ) ( )] ( ) ,

( )

h x
B f x h x f x h x Bf x

f x
       (8) 

where we used the first order of h . Therefore the derivative of B is given by 

 
1

( ) ( )
( )

DB f x
f x

    (9) 

It is clear that the derivative of nonlinear operator B  depends on the function f . 

As the complex conjugate operator is not differentiable and linear, in an orthodox manner, its adjoint is 

not defined. However, perhaps one could extend the definition of the adjoint operator to include this case 

as well. This definition is attributed to Wigner [5]. If we consider the usual definition for adjoint of an 

operator A as following 
†u A v Au v    (10) 

So for the anti-linear operators we should change the definition (10) as following form 
†u A v v Au         (11) 

There are some references considering nonlinear operator algebra [6, 7] with no specific suggestion to 

define the adjoint of nonlinear operators. In one reference, [8], for the special class of non-linear operators 

in Banach space, which most of its operators are similar to linear operators, the adjoint of these operators 

is introduced on the basis of their derivatives. 

At first we notice that for the nonlinear operator B , whatever 
†B would be, the statement 

†,u B v should be anti-linear in terms of u . So we need to construct some function like   of u , v and 

B  in such a way that by using the inner product, we get †u B v ; namely 
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 †, , ,u B v u v B (12) 

But if the definition somehow resembles the definition of the adjoint operator, we expect that some 

operations like the action of B on u occurs in . The problem is that if the action of B on u is non-linear, 

then it seems that there is no natural way to construct something anti-linear in terms of u , say from 

( )Bu and the inner product. The reason that one could construct such a thing for linear or anti-linear B 's , 

is that if  B  is linear, ,.Bu is anti-linear in terms of u , and if B  is anti-linear, .,Bu  would be anti-

linear in terms of u . So the problem is to construct something quasilinear (linear or anti-linear) in u , 

from the action of something related to B  on u . 

One way to do this is to use the derivative of B instead of B itself. According to our definition in this 

paper, if B is linear, then its derivative is a constant matrix, which its action on a vector u is the same as     

( )B u  , namely 

( ) ( )DB u B u   (13) 

For the general case where B is not linear, of course above relation does not hold. Then in the general 

case of non-linear operator B  , let's define †B as †( )DB , that is 

 †, ,u B v DB u v  (14) 

But then, the problem is that ( )DB  is no longer a constant, if B  is nonlinear operator. So the correct 

form of the above relation should be 

 †,[ ( )] [ ( )] , ,u B f v DB f u v     (15) 

where  f  is some point. 

Now we come back to the equation (4), then 

      

       

2 2

2

[ ( )]( ) ( )( ) ( ) 2 ( ) ( )( ) ...

( ) 2 ( ) ( )( ) ...

B f f x f f x f x f x f x

f x dy f x x y f y

  

 

      

  
  (16) 

Which means that 

      ( )( ) , 2 ( )DB f x y f x x y   (17) 

The left-hand side is the matrix element of  ( )( )DB f . So

         ( )( ) ( )( ) , 2 ( ) ( )DB f u x dy DB f x y u y f x u x       (18) 

Then 

       , 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )DB f u v dx f x u x v x dx u x f x v x            (19) 

Therefore, 

     † 2 ( ) ( )B f v x f x v x      (20) 

Or 

     † , 2 ( ) ( )B f x y f x x y          (21) 
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3. Conclusions

In this paper we have searched an original question. Is there an identified definition for adjoint of non-

linear operators? Answering this question, we have argued and indicated by using the definition of the 

derivative of the operator we can obtain adjoint of the nonlinear operator. The method we have used in 

this paper, is suitable for nonlinear operators that are differentiable. It seems that for nonlinear operators 

that are not differentiable, there is no ''natural way'' to define the adjoint
1
. Our mean about ''natural way''

is preserving some of the properties of standard definition of the adjoint. For instance, in the new 

definition, it is necessary to keep the absolute value of the inner product. It is clear that, a central concept 

into the linear operator theory is the concept of the inner product. That is why we have used the derivative 

of the operator to define adjoint of non-linear operators.  
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 For example consider an operator such as A  which 

2
( ) ( )A x x  , this operator is not differentiable. One can write: 

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x h x x x h x x h x O h         but then, the sum of the second and third term (the pseudo-

linear part) is neither linear nor anti-linear. Therefore, we don't know yet a ''natural way'' to define the adjoint of this operator.  
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 چكیده
سد سهموی در چارچوب معادلۀ فون نویمان مقیاس شده که اخیرا برای گذار  یک تونل زنی از

، ه استهموار از مکانیک کوانتومی به مکانیک کلاسیک برای حالت های آمیخته پیشنهاد شد

و در نهایت  می یابداحتمال تونل زنی کاهش گذار در این . مورد مطالعه قرار خواهد گرفت

  صفر می شود.در رژیم کلاسیکی 

 

 : تونل زنی، سد دافعۀ سهموی، معادلۀ فون نویمان مقیاس شدهکلید واژه ها
 

Tunneling in smooth quantum-classical transition: pure and mixed states  
 

Mousavi,  S. V.1  

 
1 Department of Physics, University of Qom, Qom 

 

Abstract  
 

Tunneling through a parabolic repeller will be studied in the framework of the scaled von Neumann equation 

recently proposed for a smooth transition from quantum to classical mechanics for mixed states. Tunneling 

probability decreases in this transition and becomes ultimately zero in the classical regime.   

  

key words: Tunneling, Parabolic repeller, Scaled von Neumann equation             

 

  قدمهم
یکی از پدیده های جالب      

کوانتومی، تونل زنی می باشد. هر 

این پدیده در حوزۀ اپتیک کلاسیک  چند

برای امواج قابل مشاهده است ولی 

برای ذرات کلاسیکی رخ نمی دهد. از 

طرف دیگر، یکی از مسائل جالب توجه 

در مکانیک کوانتومی که عمری به 

سیک اندازۀ خود نظریه دارد، حد کلا

آن می باشد. روش های گوناگونی برای 

این مساله پیشنهاد شده که هر یک 

مزایا و معایب خود را دارد. یکی از 

روش هایی که اخیرا پیشنهاد شده بر 

اساس پتانسیل کوانتومی و نظریۀ 

ژاکوبی کلاسیک می باشد. -هامیلتون

استفاده از فرم قطبی تابع موج در 

معادلۀ معادلۀ شرودینگر و جداسازی 

منتجه به قسمت های حقیقی و موهومی 

منجر به دو معادله می شود که یکی 

ها معادلۀ پیوستگی است و  از آن

-دیگر، معادلۀ هامیلتونمعادلۀ 

ژاکوبی کلاسیک با یک جملۀ اضافی 

می موسوم به پتانسیل کوانتومی 

. حال اگر، پتانسیل کوانتومی باشد

از پتانسیل کلاسیکی در معادلۀ 

ینگر کم شود، این بار جداسازی شرود

-معادله همان معادلۀ هامیلتون

را می دهد. به این  ژاکوبی کلاسیک

شرودینگر تغییر دلیل، معادلۀ 

یافته، معادلۀ شردودینگر کلاسیکی 

نامیده می شود که بر حسب تابع موج 

 غیر خطی است. 

اخیرا در یک تلاش برای توصیف هر     

یک با یک دو مکانیک کوانتومی و کلاس

ای معادله زبان مشترک، تابع موج،

غیر خطی برای گذار از رژیم 
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کوانتومی به رژیم کلاسیکی پیشنهاد 

شده که شامل یک پارامتر موسوم به 

پارامتر گذار است که در رژیم 

کوانتومی برابر واحد و در رژیم 

سپس با  .[1] کلاسیکی برابر صفر است

تعریف، ثابت پلانک مقیاس شده و 

چنین تابع موج مقیاس شده، هم هم

ارزی این معادلۀ گذار غیر خطی با 

یک معادلۀ خطی برای تابع موج مقیاس 

شده اثبات شده است. این رهیافت به 

های کوانتومی اتلافی در حوزۀ سیستم

لانژون و -چارچوب معادلات شرودینگر

 است شده یم دادهمکانای تع-کلدیرولا

ن نسخه . در یک کار بسیار اخیر ای[2]

 معادلۀ فون نویمان هم پیچیدهبرای 

شده است و حتی رهیافت مویال را هم 

  .[3] شامل شده است

در این مطالعه قصد داریم با    

بکارگیری معادلۀ فون نویمان مقیاس 

شده، تونل زنی از یک سد دافعۀ 

سهمومی را مطالعه کنیم تا علاوه بر 

مقایسه ای که بین حالت های آمیخته 

ص انجام خواهیم داد، رفتار و خال

نی در این گذار پیوستار تونل ز

   بررسی کنیم. را کلاسیکی-کوانتومی

 

 

 معادلۀ فون نویمان مقیاس شده

 
با جایگذاری فرم قطبیِ ماتریس      

 چگالی،
   

( , , )/( , , ) ( , , ) iS x y tx y t A x y t e  

 ی فون نویمان،در معادله
2 2 2

2 2
( , , ) ( , , ) ( ( ) ( )) ( , , )

2
i x y t x y t U x U y x y t

t m x y
  

   
     

   

به قسمت منتجه معادلۀ و جداسازی 

 جفت معادلاتهای حقیقی و موهومی به 
22 [ ( , , )][ ( , , )]

( , , ) [ ( ) ( )] ( , , ),
2 2

yx
S x y tS x y t

S x y t U x U y Q x y t
t m m


   







2 21 1
( , , ) (     ) ( ) 0

2
x x y y x yA x y t A S A S S S

t m m


        


 

برای تغییرات فاز و دامنۀ ماتریس 

چگالی می رسیم که بترتیب معادلات 

 ژاکوبی و پیوستگی هستند-هامیلتون

)که در آن  )U x  انرژی پتانسیل ناشی

)ش است و از اندرکن , , )Q x y t  انرژی

 ،می باشدپتانسیل کوانتومی 

2
2 21

( , , ) ( ) ( , , )
2 ( , , )

x yQ x y t A x y t
m A x y t

   

حال با معرفی میدان برداریِ دو 

 ای تکانه به صورتمولفه

( , , ) ( ( , , ), ( , , ))   x yx y t S x y t S x y t  P 

-با استفاده از معادلۀ هامیلتون

 ژاکوبی به دست می آید:

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )
d

x y t Q
t

x y t x y t U
dt

 
      
 




P V P

/که در آن mV P می  میدان سرعت

تکانه  xیعلامت + برای مولفهو  باشد؛

که دلالت آن  yیبرای مولفه –علامت و 

بر حرکت برگشت زمان داده شده دارد، 

این معادله همان به کار رفته است. 

اصلاح شده است که  قانون دوم نیوتن

 با نیرویاثرات کوانتومی 

 .داده می شوند Qکوانتومیِ 

حال، با کم کردن پتانسیل   

کوانتومی از پتانسیل ناشی از 

  معادلۀ فون نویمان کلاسیکیِ  ،اندرکش

cl cl

c

2

l

cl c

2 2 2

2 2

2 2 2

2 l

cl

( , , ) ( , , )
2

( ( ) ( )) ( , , )

1
| ( , , ) | ( , , )

2 | ( , , ) |

i x y t x y t
t m x y

U x U y x y t

x y t x y t
m x y t x y

 



 


   
   

   

 

  
   

   

 

 

معرفی می شود؛ کلاسیکی از این نظر 

سازیِ آن دیگر پتانسیل که پس از جدا

-کوانتومی در معادلۀ هامیلتون

ژاکوبی ظاهر نمی شود و این معادله 

به شکل کلاسیکی آن خواهد بود. پس از 

 آن، معادلۀ گذارِ 
2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

( , , ) ( , , )
2

( ( ) ( )) ( , , )

1
(1 ) | ( , , ) | ( , , )

2 | ( , , ) |

i x y t x y t
t m x y

U x U y x y t

x y t x y t
m x y t x y

 



 


 



   
   

   

 

  
    

   

 
 برایِ است  که شامل پارامتر گذار 

از مکانیک کوانتومی  هموارگذار  یک

سیک پیشنهاد می شود که ه مکانیک کلاب

 ثابت پلانک مقیاس شدۀ با معرفیِ 

 
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 ماتریس چگالی مقیاس شدۀو 
( , , )/

( , , ) ( , , ) 
iS x y t

x y t A x y t e  

 می توان آن را به شکل

2 2 2

2 2
( , , ) ( , , )

2

( ( ) ( )) ( , , )

i x y t x y t
m x y

U x U y x y t

t
 



  

 

 
   



 

 

در آورد که خطی بوده و معادلۀ فون 

     نویمان مقیاس شده نامیده می شود.

 

  تونل زنی از سد سهموی

 
به عنوان یک مثال کاربردی از      

در این قسمت تونل مدل ارائه شده، 

ا پتانسیل یزنی از سد سهموی 

نوسانگر هماهنگ معکوس را در نظر می 

   گیریم:

2 21
( )

2
U x m x  

 حالت خالص را به شکل برهمنهی

( ) ( ( ) ( ))a bx N x x    

 که در آن در نظر می گیریم

2(1 Re[ | ])

1

a b

N
   

 

و حالت آمیختۀ ثابت بهنجارش است 

 متناظر را به صورت 
* *( ) ( ) ( ) ( )

( , )
2

ba a bx y x y
x y

   



 

 احتمال عبور انتخاب می کنیم.

 از سد دافعۀ سهموی وابسته به زمان

وقتی که  ش از چپ به راستبرای تاب

حالت اولیه بخوبی در سمت چپ سد 

 جایگزیده باشد با عبارت

0
( ) ( , ) dT t P xx t



  

 که در آنداده می شود 

( , ) ( , , )P x t x x t 

  تابع توزیع احتمال را نشان می دهد.
گاوسی  شکلِ به  را جزءحالت های اولیه

یکسان ولی  ه هایو تکان هابا پهنا

 مختلف می گیریم: مراکز 
2

0

2 1/4 2

0

0 0

( )
( ,0) p

1

(2 )
ex [ ]

4

,

i
i

x x p
x i

i a b

x


 


  



 

 احتمال عبورِ  در این صورت برای

 به دست می آوریم: امi ِ جزء

1
( ) 1+erf ,     

2
,  

2

ti
i

t

T i a b
x

t


   
    

  





 

 در آنکه 

0
0

2 2
2

0 2 4 2

0

sinh( )
cosh( )

sinh ( )
cosh ( )

4

ti i

t

p
x

t
t

t
t

x
m

m







  

 

 

 

 

ترتیب مرکز بسته موج و پهنای آن  به

احتمال  ،بنابراین را نشان می دهند.

 عبارتست ازمیخته عبور برای حالت آ

1 1
( ) ( ))

2 2
( a btT T t T t  

برابر جمعِ وزن دارِ احتمال های  که

این در حالی است که  است. ئیجز عبورِ 

برای حالت خالص داده شده، بدلیل 

، احتمال عبور ئیتداخل حالت های جز

 به صورت زیر به دست می آید:

2 *

0
( ) ( ) 2Re[ ( , ) ( , ))])( ) ( a b a bT N T t T tt t d x x x t 



  
جزءحالت  همپوشانیِ دقت شود که اگر 

قابل اغماض باشد،  bو  aهای 

خواهیم داشت: 
1

2
N . 

 

 محاسبات عددی
 

برای انجام محاسبات در سیستم   

1m واحدهای   1و  .کار می کنیم

ادیر عددی پارامترهای بسته های مق

و همچنین قدرت سد را به  جزئی موج

گونه ای انتخاب می کنیم که انرژی 

حالت اولیه کمتر از قلۀ سد )در 

 ،به این ترتیب باشد. اینجا، صفر(

برای تونل زنی باید انرژی میانگین 

با انتخاب  حالت اولیه منفی باشد.

0 01, 2p    0و 013, 10a bx x     و

0.32   برای انرژی میانگین حالت

برهم نهی در رژیم کوانتومی به دست 

4.8533Hمی آوریم:     انرژی .

میانگین برای سایر رژیم ها کمتر از 

 این مقدار است.

احتمال تونل زنیِ حالت  1در شکل   

برای رژیم های  برهمنهی بر حسب زمان
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همین  2شکل است.  مختلف رسم شده

کمیت را برای حالت آمیخته نشان می 

مقدار  3دهد در حالی که در شکل 

پایایِ احتمال تونل زنی بر حسب 

مطابق  پارامتر گذار رسم شده است.

انتظار احتمال تونل زنی در رژیم 

حالت خالص و  کوانتومی برای هر دو

دیگر  آمیخته نسبت به رژیم های

. علاوه بر این، برای است بیشترین

پارامترهای بکار رفته مقدار پایایِ 

احتمال تونل زنی برای حالت آمیخته 

 بیشتر از حالت خالص است.

 

 

  نتیجه گیريخلاصه و 
در این مقاله تونل زنی از یک     

سد دافعۀ سهموی در چارچوب معادلۀ 

برای یک گذار  نویمان مقیاس شده-فون

کلاسیکی برای حالت -وانتومیهموار ک

تونل زنی  مطالعه شد. های آمیخته،

در گذار از مکانیک کوانتومی به 

مکانیک کلاسیک کاهش می یابد. 

برای پارامترهای انتخاب همچنین، 

غیر کلاسیکی  در یک رژیم معینِ  ،شده

یک حالت برهمنهی  احتمال تونل زنی

در مقایسه با حالت آمیختۀ متناظر 

 کمتر است.

 
: احتمال تونل زنیِ حالت برهمنهی از سد 1شكل

)مشکی(، 1سهموی برای رژیم های مختلف: 

0.5،)قرمز(0.2،)سبز(0.1.)آبی( 

جرم و ثابت پلانک را واحد گرفته ایم. 

 ی بسته های موج جزئیرامترهامقادیر عددی پا

به صورت زیر انتخاب شده اند:  و قدرت سد

0 0 0 013, 10, 1, 2a bx x p       0.32و . 

 

 

 
: احتمال تونل زنیِ حالت آمیخته از سد 2شكل

)مشکی(، 1سهموی برای رژیم های مختلف: 

0.5،)قرمز(0.2،)سبز(0.1.)آبی( 

   انتخاب شده اند. 1پارامترها همانند شکل 

  

 

 

 
حالت  احتمال تونل زنیِ مقدارِ ایستایِ : 3شكل

)بنفش( و حالت خالص برهمنی )فیروزه  آمیخته

بر حسب پارامتر گذار. از سد سهموی  ای(

 1همانند شکل  بسته های موجمقادیر عددی 

  انتخاب شده اند. 

 
 

 هامرجع
[1] C. D. Richardson et. al "Nonlinear Schrödinger wave equation with 

linear quantum behavior", Phys. Rev. A 89 (2014) 032118. 

[2] S. V. Mousavi and S. Miret-Artes; “Dissipative tunneling by means 

of scaled trajectories”; Ann. Phys. 393 (2018) 76.  

[3] S. V. Mousavi and S. Miret-Artes; “Quantum-classical transition for 

mixed states: the scaled von Neumann equation”; Submitted to 

Symmetry, Preprint DOI: 10.20944/preprints202304.0919.v1 
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 دور از تعادل گرمایی صوتی در پلاسمای برخوردی-یون اج سالیتونیامو

 محمد قرجه قیایی  حسن محمدنژاد م 

 دانشگاه شهید مدنی آذربایجان  فیزیکد ارش کارشناسیدانشجوی  گروه فیزیک دانشگاه شهید مدنی آذربایجان  استادیار

 
 

 چكیده
داده  ب  نشان  تجربی  و  تئوری  سیستمصورت  در  که  برهمکنش  ییهاشده  نمیبا  پاسخگو  دیگر  ماکسولی  توزیع  تابع  برد،  بلند  توزیعهای  تابع  از  باید  و  های باشد 

کاپا   توزیع  تابع  مثل  )   غیرتعادلی  ناوردا  طیفی  شاخص  متغیر  دارای  توزیع،  تابع  این  که  شود  می0استفاده  کا  باشد.(  به  م   یریرگبا  سمجموعه    ی الیعادلات 

است. در ادامه معادله    یو موهوم  یقی که شامل دو قسمت حق  میآوریرا به دست م  ییپلاسما  نیدر چن  ی، رابطه پاشندگعیبا استفاده از تابع توز  نیو همچن  یبرخورد 

به   ییرای م  یشامل پارامترها  KdVتحت عنوان معادله    یا کاهش   با   KdV  یتونیموج سال   ی برخورد، انرژکه در حضور    می ده  یم  شان. نمیآوریدست م  و برخورد، 

ed,و    0  شیخواهد داشت و با افزا، افزایش  فرکانس برخورد   نجر  کند. همچنین افزایش فرکانس برخورد مپیدا می  افزایشآن    یقیو قسمت حق   یرابطه پاشندگ

 شد.  ی رابطه پاشندگی خواهدبه کاهش قسمت حقیق
  

 صوتی، برخوردها -موج یون دگی، کاپا، پاشنتابع توزیع  کلید واژه ها :

 

Ion-acoustic soliton waves in impinging plasma out of thermal equilibrium 
 

M. Gharjeh Ghiyaei; M. Mohammadnejad 

 

Faculty of Sciences, Azarbaijan Shahid Madani University, Tabriz 

Email: mohammadgharaje@yahoo.com 

 

Abstract  
 

It has been shown theoretically and experimentally that in systems with long-range interactions, the Maxwellian 

distribution function is no longer responsive and the non-equilibrium distribution function such as the Kappa 

distribution function  should be used, which has a spectral index variable of Naverda. By applying the set 0   
of collisional fluid equations and also by using the distribution function, we obtain the sputtering relationship in 

such a plasma, which includes two real and imaginary parts. In the following, we obtain an equation called the 

KdV equation including damping and impact parameters. We show that in the presence of the collision, the KdV 

soliton wave energy will gradually decrease with the increase of 0 , and with the increase of  0  and ,ed  , the 

sputtering ratio and its real part increase. Also, increasing the collision frequency will lead to a decrease of the 

real part of the sputtering relationship. 

 

keywords  : Kappa distribution function, Scattering, Ion-acoustic wave, Collisions 

 

   قدمهم

اسکات راس1834در سال      ا  ،ل، جان  از  مواج را در  نوع خاصی 

کند که دارای ویژگی منحصر بفرد بود و خود مشاهده می  تحقیقات

ساخت، از جمله این که  آن را از سایر امواج شناخته شده متمایز می

مسافت  در  موج  هیچاین  بدون  طولانی،  کافی  قدر  به  تغییر    های 

داد که به آنها سالیتون  سرعت و تغییر شکلی، به مسیر خود ادامه می

م سال  ]1[د  شیگفته  در  نام 1895.  به  هلندی  دانشمند  دو  های ، 

وری دی  و  وگ  سالیتونی،   کورته  امواج  از  خاص  نوع  این  برای 

عنوان   تحت  ای  دادند    KdVمعادله  ارائه  اخیر،  .  ]2[را  دهه  در 

صوتی که یک موج مهم در پلاسما نیز  -غیرخطی بودن امواج یون

می که محسوب  است  گرفته  قرار  مطالعه  و  بررسی  مورد  شود، 
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  به مطالعات، تجزیه و تحلیل این امواج توسط سقدی اف  انتو می

 .  ]3[اشاره کرد 

سالیتونپژوهشاخیراً      از  نوع  این  زمینه  در  متعددی  های های 

الکترون-یون آن  در  که  گرفته صوتی  نظر  در  حرارتی  فوق  ها 

   شوند )از تابع توزیع کاپا تبعیت می کنند(، صورت گرفته است. می

-ای غبار یون، کامران و همکارانش، امواج ضربه2021در سال     

غیر الکترونصوتی  با  را  پلاسما برخوردی  در  حرارتی  فوق  های 

با فضای که  گرفتند  نتیجه  و  کردند  مطالعه  را  آزمایشگاهی  و  ی 

یابد پالس افزایش میانحراف از تابع توزیع ماکسولی، دامنه و شیب  

سال   .]4[ یون2018در  غباری  پلاسمایی  برخوردی  ص-،  وتی 

ت زاهدمغناطیده  مورد   وسط  کاپا  توزیع  تابع  توسط  همکارانش  و 

قرار نشان   مطالعه  اف  سقدی  پتانسیل  شبه  از  استفاده  با  و  گرفت 

مقداری  مثبت،  پتانسیل  با  برای پلاسمای  پتانسیل  این  که  داده شد 

 .  ]5[ منفی است و بالعکس 

 

 صوتی در پلاسمای برخوردی -دینامیک امواج یون
کلب      رو  یطور  پلاسما   یکیماکروسکوپ  فیتوص  ی برا  کردیدو 

د دارد،  س  دگاهیوجود  دوس  یالیتک  دیالیو  در   ،یالیدوس  دگاهی. 

شود یدر نظر گرفته م  الیصورت سها، هر کدام بونیها و  الکترون

وس به  به    لهی که  تکانه  انتقال  و  ماکسول  جفت   گریکدیمعادلات 

بنابرایم بهن  نیشوند.  ماکروسکوپ  را جمعادلات    یالیدوس  یکیشده 

الکترون حرارت   یهاشامل  حضور   یهاونیو    یفوق  در  سرد 

   :]6[باشد یم  ریصورت زب زهیونینسبتاً   یپلاسما کیبرخوردها در 

( ) 0,
n

n v
t x

 
 + =

  
                                               )1( 

3 ,
n

n
t x x x

  
   

     
   + = − − −

      
                     )2( 

2

2
,en n

x


= −


                                                      )3( 

   :]7[بهنجار شده اند  ریبدون بعد ز  یرهایکه با مجموعه متغ  

Dx x →  ; 2

0 0 ,D B ek T n e =  

pit t →     ; 2

0 0 ,pi in e m =  

i sv c v →   ; ,s B e ic k T m=                               )4(                                                                                                            

B ee k T → , 0 ,in n n →  

معادله  تکانه و  انتقال  معادله  پیوستگی،  معادله  ترتیب  به  آن  در  که 

همچنین، است.  و   enو  inپواسون  یونی  چگالی  ترتیب  به 

الکترونی،
i    ،سرعت یون ها  پتانسیل الکتروستاتیکی ،D   طول

دبای،  یونی،   imموج  و  Bkجرم  بولتزمن  دمای    ثابت  نسبت 

فرکانس برخورد ذره یونی با اتم خنثی   یون به الکترون می باشد.

فرکانس به  که  است.   است  نرمالیزه شده  به   scو   eTیونی پلاسما 

یون موج  سرعت  و  الکترونی  دمای  این -ترتیب  در  است.  صوتی 

 ]9و  8[  شودصورت زیر داده می، بچگالیمدل تابع توزیع 

( )

,
0 1

2

0

1
1 . ,

ed

en



 



− − +

 
= − 

 
                                 )5(  

ed,  ( بهنجار شده است.4بر اساس مجموعه معادلات )  هک      تعداد

 یل اختلالی است. ه به پتانسدرجات آزادی است که وابست

 صوتی در پلاسمای برخوردی -پاشندگی امواج یون

این    )در  معادله  از  پاشندگی،  رابطه  آوردن  دست  به  برای  ( 3جا 

 صورت خطی سازی شده استفاده می کنیم. ب

2

1 1,i ek n n = −                                                     )6( 

(، 6( تا مرتبه خطی و قرار دادن آن در رابطه )5با بسط دادن رابطه )

 داریم:

, ,

1 0

0 0 0

1 1
1 1 ... 1

2 2

e e

e

d d
n   

  

 
     

= + − − + − + + −     
      

(7                                       )                                      

 

,2

1

0 0

,2

1

0 0

1
1 ,

2

1
1 ,

2

e

i

e

i

dk
k v

d k
k v

 
  


  





 
= − + − 

 

  
+ + − =  

   

                           )8( 

در   شدهکه  خطی  معادله  وسیله  به  یونی  چگالی  داده  1) آن   )

 شود: می

1 1i i

k
n 


=                                                            )9( 

(، نتیجه  2( در معادله انتقال تکانه یون )9( و )8ن روابط )با قرار داد

 د: آیزیر به دست می
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( )

1 1 1

1
2 2

,2

1 1 1

0 0

3 ,

1
3 1 ,

2

i i i

e

i i i

i ikn ik

dk k
i k

   

     
   

−



− = +

  
+ = + + + −  

   

(10 ) 

( رابطه  سازی  ساده  پلاسمایی  10با  چنین  در  پاشندگی  رابطه   ،)

 آید: صورت زیر به دست میب

2

2 2

,2

0 0

1
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با فرض اینکه  
r ii  = باشد ) +

r  و
i    به ترتیب قسمت

( به شکل زیر در  11صورت رابطه )نحقیقی و موهومی است(، در ای

 آید:می
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 تعمیم یافته برخوردی  KdVاستخراج معادله 
بر KdVادله  برای به دست آوردن مع    باید  حسب ، روابط قبل را 

نظریه  از  بالاتر  مرتبه  یک  تا  را  جملات  و  داده  بسط  موج  دامنه 

  :]7[ خطی نگه داریم
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گیریم زیر را در نظر میهای مکانی و زمانی  و همچنین تغییر متغیر

]7[:   
1 2

3 2 1 2

r

t

 

   

  =  

  =   −  
                                )14( 

با    و  (3-1جموعه معادلات )( در م14و )  (13رار دادن روابط )قا  ب

نت یجه زیر به دست  در نظر گرفتن مرتبه دوم هر یک از معادلات، 

 آید:می
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وگ کورته  معادله  به  اخیر  با  -معادله  وری  جملدی  میرایی یک  ه 

است  ضرایب  .  معروف  معادله  این  ترتیب    و    ،در  به 

باشند که  ضریب پاشندگی، ضریب غیرخطیت و ضریب میرایی می

 ود: شصورت زیر تعیین میب

( )
1

,

, ,2 2 2

0 0 0

2
,

2 3

0

0

1 1 1 2
1 3 6 ,

( 3 ) 4

3( ) 1
1 1 ,

( 3 ) 2

1
.

2

e

e e

e

d
d d

c c

dc

c


   


 

 

 

−



 



   
= + − − − + −   

−      

     + 
= + + −    

−       

=

                                                                          (16 )  

 باشد: ( بصورت سالیتونی زیر می15خ معادله )پاس
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 نتیجه گیری
شکل      )1)در  آزادی  درجات  تعداد  اثرات   ،),ed   رابطه بر   )

0با مقادیر  پاشندگی  2 0و  =     نشان داده شده است. =
 

 
 KdVتأثیر تعداد درجات آزادی در موج سالیتونی  .1كل ش
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نیز  پاشندگی  آزادی،  درجات  تعداد  افزایش  با  شود،  می  ملاحظه 

 . کندافزایش پیدا می

با   اثرات برخورد بر قسمت حقیقی پاشندگی  (3( و )2در شکل )   

مقادیر  
, 00.1, (1,0.05), 0.1, 2  ed  = = = نشان   =

شاخص    شود، با افزایشهمان طور که ملاحظه میست.  داده شده ا

افزایش  برخورد،  طیفی در حضور   پاشندگی،  قسمت حقیقی رابطه 

یابد و همینطور با افزایش پارامتر برخورد، قسمت حقیقی رابطه می

نقط از یک  بوده ولی  ابتدا کاهشی  تقریباً  پاشندگی در  به بعد  ه ای 

 همگرا می شود.  
 

 
 برخورد بر قسمت حقیقی پاشندگی اثرات  .2كل ش

 
 بر قسمت حقیقی پاشندگی شاخص طیفی  اثرات  .3كل ش

( داده  4در شکل  نشان  سالیتونی  انرژی موج  در  برخورد  پارامتر   ،)

است.   شده 
, 01.2, 0.1, 5, 0.25ec d  = = = مشاهده ،  =

برخورد  می کاهش  با  که  برخوردها  شود  صرف  که  انرژی   ،

نقطه پیک کند و در نهایت موج سالیتونی به پیدا می افزایششود می

 آید. در می  به حالت قله مانندو خود می رسد 
 

 
 KdVفرکانس برخورد بر انرژی موج سالیتونی اثر . 4شكل 
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ک ی ز یدر ف یدسیارشمنا یو فضاها ادیک-pاعداد  سازیکاربرد و شبیه 
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 چكیده
  ناارشمیدسی و بیان   یفضاها   ،ادیک-pاعداد    با تعریفابتدا    .یمپردازیم  در فیزیک  یدس ی ارشمنا  یو فضاها  ادیک-pاعداد    کاربردهای ریاضی  یمقاله به بررس  نیادر  

برایهآن  یهایژگیو مفاهیم  این  م  یاضیر  روشی  سپس  .گرددتر میخواننده روشن ا،  ارائه  اعداد    میکنیرا  از  فضاها   ادیک-pکه  مسائل    یدسیارشمنا  یو  در حل 
درنهایت با استفاده از نرم افزار میپل و    و  ی ناارشمیدسی بیان خواهد شدفضاهای ناارشمیدسی و هندسه  ،این اعداد  هایی ازکاربرد  همچنین  استفاده شده است.  کیزیف

 خت.ها خواهیم پردا سازی آنی ماشینی موارد مطرح شده و شبیه، به محاسبهکد کاربردی هنوشتن چند قطع

 .فیزیک-ریاضی میپل، فضاهای ناارشمیدسی، روشهای سازی درشبیه، ادیک -p: اعداد کلید واژه ها

Application and simulation of p-adic numbers and non-Archimedean spaces in physics

Khatibi, Davood1; Modarres Mosadegh, Seyed Mohammad Sadegh2 

1 Department of Mathematical Sciences Yazd University, Yazd 
2 Department of Mathematical Sciences Yazd University, Yazd 

Abstract 

In this paper, we explore the mathematical applications of p-adic numbers and non-Archimedean spaces in 

physics. By defining p-adic numbers and non-Archimedean spaces and elucidating their properties, our 

objective is to provide clarity to the reader. Subsequently, we introduce a mathematical approach that employs 

p-adic numbers and non-Archimedean spaces to solve physics problems. Furthermore, we delve into the 

applications of these numbers, non-Archimedean spaces, and non-Archimedean geometry. Finally, by utilizing 

the Maple software and constructing practical code snippets, we conduct machine calculations and simulations 

for the discussed scenarios. 

Keywords: p-adic Numbers, non-Archimedean Spaces, Maple Software, Mathematical physics method.

   قدمهم
بس  یمجموعهمطالعه    ات،یاضیر در      اعداد   اریاعداد  از  فراتر 

 ی اعداد، نظریهجذاب    یهااز شاخه  یکی.  باشدمیو مختلط    حقیقی

فضاها  ادیک-pاعداد   بر می  یدسیارشمنا   یو  علاوه  که  باشد 

شاخه در  گسترده  فیزیک کاربردهای  در  ریاضی،  مختلف  های 

دارد. فراوانی  کاربردهای  نیز  دیگر  علوم  سایر  و  مکانیک   کوانتوم، 

 در  کرت هنسل به نام    دانیاولین بار، توسط ریاضیبرای  این اعداد  

جدید    دستگاه  کی  ادیک،-pاعداد  .  شدندمعرفی    ستمی قرن ب  لیاوا

تشک  اعداد گو   یم  لیرا  اعداد  که  نظر  داده  توسعهرا    ایدهند   ه یو 

میاعداد   دگرگون  اعداد  هنسلسازد.  را  این  ابزار  از  عنوان   یبه 

د  یمطالعه  یبرا نمود  نی وفانتیمعادلات  شامل    استفاده   افتنیکه 

جمله  ی برا  ح یصح  ی هاجواب چند  برخلاف   ی امعادلات  است. 

متفاوت ساخته   کیمتر  کیبر اساس    ادیک-pاعداد    ،حقیقیاعداد  

کی متر  نیشود. ا  یشناخته م  ادیک-p  کی شوند که به عنوان متریم

آن بر عدد    یریپذعدد را بر حسب بخش  کی  "ارزش"  ای  قدرمطلق

 های فضا  ای ازدر ساخت نمونه  ادیک-pاعداد  کند.  بیان می  pاول  

.  نقش دارند  یدسیارشمنا  مانند فضاهای  منحصر به فرد  کیتوپولوژ

هر   بینکند    یم  انیکه ب  ،یقیاعداد حق  یدسیارشم  یژگ یبر خلاف و
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 ی مثبت وجود دارد، فضاها   حیعدد صح  کیمثبت،    یقیدو عدد حق

فضاها،    ن یدهند. در ا  ی م  اناز خود نش  یرفتار متفاوت  یدسیارشمنا

مفهوم  عبارتیبهباشند،  کینزد گریکدیبه   ت ی نهایتوانند ب یاعداد م

را   میمجاورت  با که    یدسیارشمنا  یفضاهاضمناً    .دننمایبیان 

زین  یکوانتوم  کی، در مکانشوندساخته می  ادیک-pاعداد    استفاده از

فضاها در  مجاورت  مفهوم  دارند.  اجازه    یدسیرشم نا  یکاربرد 

ی ژگ یو و  ی کوانتوم  یدر مورد حالت ها  ی متفاوت  دگاه یدهد تا دیم

باش  یدگ یتندرهم  یها داشته  زیادی.  میآنها  امکان    پژوهشگران 

مدل فضاها  ی ومکوانت  یهاساخت  بررس  ناارشمیدسی   یدر  ی را 

پردازش اطلاعات   ت یدر مورد ماه  ایدید تازه  تواندیاند که مکرده

 ادیک -pهمچنین اعداد   ارائه دهد.  یو محاسبات کوانتوم  یکوانتوم

 یو ادغام در مطالعه  یریگ اندازه  یتئور و فضاهای ناارشمیدسی در  

فرمول  یکوانتوم  دانیم  یهاهینظر و  متقارن   ک یمکان  یبندفوق 

گسترده  ،یکوانتوم دارکاربرد   یبرا  ادیک-pاعداد    ،علاوهبه.  دنای 

تحل  هیتجز ف  یخاص   یهاجنبه  لیو  توز  کیزیاز  مانند   ع یذرات، 

مقاله    نیدر ا  استفاده شده است.   مان، یر  هیفرض   نهیاعداد اول در زم

 پرداخته یدسیارشمنا یفضاها و ادیک-pاعداد  و معرفی  بررسیبه 

شبیه  و و  سازی  با  منظری  برنامه با مفاهیمتعاریف  از  میپل،  های 

 .پردازیممی فیزیک-دیگر به بررسی این ساختارهای ریاضی

فضاهای اولترامتریک 
)متریک( فضاها  یدسیارشمنا  یفضاها  در  فاصله  عنوان  به  ی که 

م  زین  ک یاولترامتر و  ی شناخته  به   یاضیر  ی هایژگ یشوند،  منحصر 

بر مبتنی    یدسیارشم  یدهند که آنها را از فضاها  یرا نشان م  یفرد

ا  ی م  زیمتما  حقیقیاعداد   یهایژگ یو و  فی، تعربخش  نیکند. در 

را تعریف   کیاولترامتر  نامساوی  ،بیان کرده را    کیاولترامتر   یفضاها

 . نماییممی معرفیرا  یدسیارشمنا  یاز فضاها ییها و نمونهکرده 

نابرابر  ریاضی ساختاری   کی اولترامتر  یفضا که   ی است 

مجهز به    یمجموعه ا  X  اگر.  نقش اساسی در آن دارد  کیاولترامتر

:𝑑  کیمتر 𝑋 × 𝑋 → ℝ  آنباشد کیمترولتراارا    d  کیمتر  گاه، 

هر  گوییم ازای  به  هرگاه   ،x  ،y    وz    درX   زیر صدق در شرایط 

 کند:

و    d(x, y) = 0و    d(x, y) ≥ 0بودن:    یرمنفیغ -1 اگر 

. x = yفقط اگر 

d(x,y)=d(y,x)متقارن بودن:  -2

: کیاولترامتر ینابرابر -3

d(x, z) ≤ max(d(x, y), d(y, z)). 

 یفضاها  یکننده  زیتمام  یاصل  یژگ یو  کیاولترامتر   ینابرابر

 یبرا که    کندیم  انی ب  این ویژگیاست.    ارشمیدسی و  یدسیارشمنا

نقطه نقطه  نی ب   یفاصله،  y  یانیم  یهر  حداکثر   zو    x  یدو  از 

 یژگ یو  نی. است ینبیشتر    zو    y  ن یب  یفاصله  و  yو    x  نیفاصله ب 

مراتب ساختار مانند  یسلسله  ا  یدرخت  آن   نموده  جادیرا  در  که 

ب  یعناصر دارا  کی نزد  گریکدی  هکه  از   یشتری ب  یدرجه  یهستند 

. باشندمیقرابت  ای شباهت 

 دهند:  یجالب از خود نشان م یژگیو  نیچند کیاولترامتر  یفضاها

با    یمثلث  ینابرابر  ک،یاولترامتر  یمثلث: در فضا  ینابرابر -1

شرط  یم  نی گز یجا  کیاولترامتر  ینامساو که  شود 

 است.  یتریقو 

فضاها  هایگوی -2 تودرتو    کیاولترامتر  یتودرتو:  ساختار 

مختلف در داخل    یهابا شعاع  هایگویدارند که در آن  

 . رندیگ  یقرار م گریکدی

مراتب  های رفتار -3 سلسله  ساختار  مانند:  یفضاها  یفراکتال 

[3]دهد.یواص فراکتال مانند را نشان مخ  کیاولترامتر

ادیک-pاعداد 
 ی مجموعه  به کمک  شوند  ینشان داده م  ℚₚکه با    ادیک-pعداد  ا

معروف   ادیک-p  کیخاص که به متر  کیمتر  کی   با و  ایاعداد گو 

دو عدد را به  ن یب ی فاصله ادیک-p کیشوند. متر ی ، ساخته ماست 

مورد استفاده   یدسیبا فاصله استاندارد اقل  سه یمتفاوت در مقا  یروش

اعدا کنید  کند.   یم  بیان  حقیقی  ددر  𝑞  فرض  =
𝑎

𝑏
آن    در  که 

𝑎, 𝑏 ∈ ℤ   و𝑏 ≠ باش 0 گویا  عدد  ایندیک  در  صورت  ، 

شود  نشان داده می  𝑞|𝑝|که با نماد    𝑞عدد    برای کادی-p  قدرمطلق

 : کنیمرا به صورت زیر تعریف می

14
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بوده پذیر  بخش   aبر    1kpکه    است ی  عددبزرگترین    ،   1kفرض کنید

. در این پذیر باشدبخش   bبر    2kpی باشد که  عددبزرگترین  ،    2k  و

می  2k-1(q)=kpvصورت   اصطلاحاًتعریف  که  تابع شود  آن  به   

 .گویندارزش نیز 

𝑞اگر  حال   = 𝑞|𝑝|گاه  آن  0 = اینصورت  0 غیر  در    و 

|𝑞|𝑝 = 𝑝−vp(q)    می شده    ادیک-p  کیمترد.  شو تعریف  القا 

 : شود یم فیتعر ریبه صورت ز ادیک-p قدر مطلقتوسط 

,𝑥برای هر دو عدد گویای   𝑦ی  ، فاصلهp-بین    ادیک𝑥, 𝑦    را که با

,𝑑𝑝(𝑥نماد  𝑦) دهیم برابر است با  نشان می|𝑥 − 𝑦|𝑝. 

با    ادیک -pاعداد  مجموعه   م  ℤₚ  ای  ℚₚکه  داده   شوند،ی نشان 

  .باشندمی یدسیارشمی نااز فضاها یمعروف هاینمونه

 تر از این اعداد در فیزیک توجه فرمایید: به کاربردی ملموس   

بعد   کیثابت در    یروین  ریکه تحت تأث  دیریرا در نظر بگ  متحرکی

با    نیزمان مع  کیرا در    متحرک   ت ی موقع  توانیممی  کند.  یحرکت م

 .نماییممحاسبه   ادیک-pاستفاده از اعداد 

 : دیآ یبه دست م وتنیحرکت ذره توسط قانون دوم ن معادله

m d²x/dt² = F, 

آن    که ذره،    mدر  و  tآن،    ت ی موقع  xجرم   یثابت  یروین  Fزمان 

 شود.   یاست که بر ذره وارد م

ا  یبرا م  ن یحل  فرض  ن  میکنی معادله،  و   معلوم  F  ی رویکه  است 

 با   هیاول طیشرا

  0xx(t = 0) =  0 وdx/dt (t = 0) = v  

ذره    هیسرعت اول  0V  و  هیاول  ت یموقع  0xکه در آن    اندمشخص شده

 است. 

از    با مادیک-p  اعداد  دستگاهاستفاده  در   ت یموقع  میتوانی،  را  ذره 

 : میکن انی ب ادیک-p یسر  کیبه عنوان  t نیزمان مع کی

+… .t + (1/2) (F/m)t²0+ v 0x(t) = x 
با در نظر گرفتن    ،یبسط سر  ضرایب به عنوان    ادیک-pاعداد    ،که

  ظاهر  کیاولترامتر  نامساویو    ی دسیارشمنا  کی متر  خصوصیات

 شوند.یم

 یتوان با استفاده از قواعد حساب  ی را م  ادیک -p  ی در سر  بیضرا

p-یمحاسبه سر  باو ضرب محاسبه کرد.    قی، مانند جمع، تفرادیک 

p-م  با  ادیک نظر،  مورد  موقع  یبیتقر  میتوان  یدقت  در   تیاز  ذره 

 .میدست آوره ب ادیک-pاعداد   دستگاهدر  نیزمان مع کی

که    انیشا است  حاضر  ذکر  اعداد  درحال  از  در   ادیک-pاستفاده 

کاربردها و    لذا  است   یقاتیفعال تحق  یحوزه  کی  کیزیمحاسبات ف 

زم  یهافرمول به  بسته  است  ممکن   موجود  شرایطو    نهیخاص 

باش م  درهرصورت  د.نمتفاوت  نشان  بالا  چگونه   یمثال  که  دهد 

کمک  توانند  یم  ادیک-pاعداد   ربه  ف  یاضیمحاسبات   ک ی زیدر 

 [2].بیایند

 

 

 سازی با نرم افزار میپل شبیه
توان بدیهی است امروزه بدون استفاده از نرم افزارهای مختلف نمی

پیچیده  دنیای  به در  لذا  برد.  پیش  راهی  محاسبات  یک  ی  عنوان 

سازی موارد مطرح شده در و شبیه  به بررسی  جدید وکاربرد جالب  

 [1].پردازیماین مقاله با نرم افزار میپل می

|قطعه کد زیر  به کمک  -1
2354

3625
|
3

 : کنیممیرا محاسبه  

num := 2354;    
den := 3625;   
p := 3;             

valuation:= pAdicValuation(num/den, p); 

result := Power (p, valuation) 

result; 

|دهد  ای که میپل به ما مینتیجه
2354

3625
|
3
= 3−(−2) = .  باشدمی  9

تواند قطعه کد را در نرم افزار میپل اجرا کرده و با تغییر خواننده می

 ادیک-pقدرمطلق  ی  به سادگی به محاسبه  pو    num  ،denمقادیر  

 دلخواه بپردازد. pبا عدد اول گویا مقادیر مربوط به اعداد 

 قطعه کد زیر را در نظر بگیرید.  -2

with(Ultrametric): 

X := UltrametricSpace([1.0, 2.5, 3.7, 4.2], distfunc = (x, y) 

-> max(x, y)); 

d := X:-Distance(2.5, 4.2);  
b := X:-Ball(3.7, 1.0);       

# Display the results 

b; 

d; 

برای محاسبات     Ultrametricدر خط اول این قطعه کد، پکیج  

 Xدر خط دوم و سوم فضای  دهیم.  اولترامتریک در حافظه قرار می
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مشخص   distfuncو با تابع    را تعریف کرده  یعدد حقیق  4شامل  

باشد. در خط ناارشمیدسی می  متر  Xکنیم که متر موجود روی  می

در خطوط دوم و   Xروی  ی تعریف شده  چهارم، با توجه به فاصله

همچنین در  .کنیممیرا محاسبه    4.2و    2.5ی دو عدد  سوم، فاصله

آخر کنیم. در  می   پیداو شعاع یک را    3.7خط بعدی گوی به مرکز  

نتیجه به کاربر نشان داده می شود. نتایج محاسبه شده توسط   کد نیز

فاصله   برای  گوی)بازه(    4.2  ،دعددو  میپل  برای    [4.2 ,3.7]و 

و   2.5ی دوعدد  باشد. همانگونه که ملاحظه می فرمایید فاصلهمی

می باشد، حال آنکه در فضاهای   4.2در فضای ناارشمیدسی    4.2

 است.  1.7این فاصله  یارشمیدسی و با قدرمطلق معمول

 جمله از بسط سری   10توان با استفاده از کد زیر می -3

 p-1  تابع ادیک/(1 - x)  .را محاسبه نمود 

# Load the NumberTheory package 

with(NumberTheory): 

p := 3; 

terms=10; 

MyFunc := 1/(1 - x); 

series := pAdicSeries(MyFunc, x = 0, terms = terms); 

# Display the p-adic series 
series; 

 صورت زیر است: ی کد فوق به نتیجه
1 + 3*x + 9*x^2 + 27*x^3 + 81*x^4  
+ 243*x^5 + 729*x^6 + 2187*x^7 + 6561*x^8 + 

19683*x^9 + 0(x^10) . 

می تغییر  کاربر  با  به    termsو  p  ،MyFuncتواند 

نظر، تابع و تعداد جملات بسط را    ترتیب عدد اول مورد

 تعیین نماید.  به صورت دستی

کد زیر معادله دیفرانسیل مطرح شده در   پایان با قطعه  در -4

اعداد    بخش دستگاه  در  را  یافتن    ادیک-pقبل  برای 

 : کنیمیموقعیت تقریبی ذره حل م

with(NumberTheory): 

# Define the variables and parameters 

t := 4;    # time 

m := 2;    # mass 

F := 7;    # force 

p := 3;    # p-adic base 

# Define the p-adic position function x(t) as an univariate 

function 

x := unapply(x(t), t); 

# Define the p-adic position equation 

eq := m * diff(x(t), t$2) = F; 

# Solve the equation using p-adic calculations 

solution := pAdicSolve(eq, x(t), p); 

# Apply initial conditions 

solution := subs({x(0) = 0, D(x)(0) = 10}, solution); 

# Evaluate the p-adic solution at t = 4 

position := evalp(subs(t = 4, solution), p); 

# Display the p-adic position 

position; 

 به صورت زیر است.  کد در میپلخروجی  
position = 4 + 9 * 3 + 0(32) . 

 . است  31موقعیت ذره ،  t=4 یلحظهدر  ،یعنی با شرایط داده شده

 

 

  نتیجه گیری
نرم افزار قدرتمند محاسبات ریاضی یعنی  با استفاده از  در این مقاله  

  تیموقع  کیاد-p  شی، نما`p`  هیبا پا   کیاد-pاعداد    ستمیو س  میپل

استفاده از   باطور کلی  کردیم. بهرا محاسبه    `t`  یلحظهیک ذره در  

دیگری   طرقبه  را    ی اضیمعادلات ر  میتوان  یم  ک، یاد-pمحاسبات  

تحل  هیتجز کنیم کرده    لیو  استخراج  جدید  نتایجی  آن  از  و 

آن  ایگونهبه در  ماهکه  درنظر اعداد  دستگاه  ناارشمیدسی  ت یها   ،

  کیاد-pاعداد    یکاربردها  یدرباره  شتر یب  قاتی. تحقشودگرفته می

استفاده   در  آناز  و  فیزیکیاضیر  یحوزهها  دیگرو    ات،   علوم 

به    تواندیم   درک   جهت   دیجد  یهاشرفت یها و پحلراه  بیانمنجر 

 شود.  یا سایر علوم  یفیزیک یدهیچیپ یهاستمیس  ترسادهو  بیشتر 

  ل یو تحل  هیما را در تجز  یتوانمند، میپل  نرم افزار  لازم به ذکر است 

افزا ارزشمند  کیو    داده  شیمعادلات  ساده  ابزار   ی بررس  یبرا  و 

رفتار    ییهادهیپدمحاسبات، روی   فراهم  را    دارند  ناارشمیدسیکه 

 .کندیم
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در یک نقطه ی کوانتومی با  تاثیر پدیده ی دما و فشار در شفافیت القایی الکترومغناطیسی

 هندسه ی استوانه ای مسطح

       *2، زهرابخشی                                                       1، فرشیدرفیعی چهاربرج

 ندانشگاه شاهد تهرا، دانشکده ی علوم پایه، گروه فیزیک                                  د تهراندانشگاه شاه، دانشکده ی علوم پایه، گروه فیزیک           

@gmail.com28963Farshid.rafiei                                                        z.bakhshi@shahed.ac.ir                                          

 چکیده

استوانه مسطح فرض شده است، به  کیکه به شکل  یکوانتوم سکیبا هندسه د ینقطه کوانتوم کی( را در EIT) یسیالکترومغناط ییالقا تیشفافدر این مقاله 

شده، محاسبه یهای. بر اساس انرژدیآیهم بدست م عمود بر یسیمغناط دانیباند در حضور م ریز یسطوح انرژ .دهیممیو نشان  یبررس یصورت نظر
دما و  زر،یل دانیم کیدرواستاتیفشار ه ،یسیمغناط دانیمانند م یاز عوامل خارج یبیترک ریو شاخص گروه را تحت تأث یپراکندگ فیجذب، ط یهافیط

 دهیم.میمورد مطالعه قرار یمحصور شدن نقطه کوانتوم یهاطول

 شفافیت القایی الکترومغناطیسی؛ سیستم کوانتومی نقطه ای ؛ر هیدرواستاتیکدما و فشا : کلید واژه

 

The effect of temperature and pressure phenomena on electromagnetic induction 

transparency in a quantum dot with flat cylindrical geometry 

Rafiei Chaharborj, Farshid1; bakhshi, Zahra2* 

1&2Department of Physics, Faculty of Basic Sciences, Shahed University, Tehran, Iran 

Abstract 

In this paper, we theoretically investigate and demonstrate electromagnetic induction transparency (EIT) 

in a quantum dot with a quantum disk geometry assumed to be a flat cylinder. Subband energy levels are 

obtained in the presence of a perpendicular magnetic field. Based on the calculated energies, we study 

absorption spectra, scattering spectra and group index under the influence of a combination of external 

factors such as magnetic field, laser field hydrostatic pressure, temperature and quantum dot confinement 

lengths. 

Keyword: electromagnetic induction transparency; quantum dot system; Temperature and hydrostatic 

pressure 

PACS No.10 

 مقدمه

 کی لیدر واقع تبد یسیلکترومغناطا ییالقا تیشفاف دهیپد   

س طیکدر به مح طیمح ست که در   یاتم یهاستمیشفاف ا

ندرکنش نور و ماده  دهیپد نیدهد. ایم یچند ترازه رو با ا

و س  رعت  تیپنجره ش  فاف. (3-1)ش  ود یداده م حیتوض  

ی و خارج یهادانیکاوشگر به شدت به م یهادانیم یگروه

واند تحت تاثیر تغییرات تار میفشار بستگی دارد که خود فش

ما قرار ب خارج .(4)گیردد مل  ند م یعوا  ،یکیالکتر دانیمان

میدان لیزر، فشار هیدرواستاتیک، دما و  ،یسیمغناط دانیم
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 یکیمطالعه خواص الکترون یبرا یمهم  ناخالصی پارامترهای

نانوس  اختارها هس  تند و به طور گس  ترده مورد  ینورو  و

 ریتوانند تأثیم نیعوامل همچن نیند. ااقرار گرفته یبررس   

 کیدرواس  تاتیهفش  ار داش  ته باش  ند. EITبر روند  یادیز

به طور موثر  یم رییراتغ یهاد مهیس   اختار نوار ن دهد و 

س رییرا بدون تغ یسطوح انرژ سان تغ ستمیتقارن   رییناهم

 یکیزیخواص ف یکیدرواس   تاتیفش   ار ه راتییدهد. تغیم

 دیمف دیجد یهادهیکاوش پد یبرابعد کم یس   اختارهاناهم

 یتئور نظرو هم از  یها هم از نظر تجربس  ال یاس  ت و برا

 .(5-8) تمورد توجه قرار گرفته اس

 ،یسیمغناط دانیم یرخطیما محاسبه پاسخ غ ،یدر کار فعل   

 کیدر  یسیالکترومغناط ییالقا تیشفاف یفشار و دما را بر رو

 (QDG)مسطح  یتومکوان سکیبا هندسه د ینقطه کوانتوم

 رییاز اثرات تغ یقیمقاله مطالعات دق نیدر ا .میکنیگزارش م

 یو دما بر رو کیدرواستاتیساکن، فشار ه یسیمغناط دانیم

پالس نور پروب انجام  یو سرعت گروه یجذب، پراکندگ

  شده است.

 مدل و نظریه

با هندسه  ینقطه کوانتوم کیدر  یکیالکترون یحالت ها

 یکوانتوم سکید

نقطه  کی یهادمهین ییالکترون را در نوار رسانا کیما    

این . در مدل ما، میریگیدر نظر م GaAs/AlxGa1 یکوانتوم

 کیبه شکل  شده در نظر گرفته QDG کیعنوان  به نقطه

گرفتن  دهیبا ناد .شودیاستوانه تخت در نظر گرفته م

-یساکن را م نگریالکترون، معادله شرود نیبرهمکنش با اسپ

 نوشت: ریتوان به صورت ز

(1) ΗΨ =  ΕΨ 
 ییالکترون در نوار رسانا یجرم موثر برا بیبا اعمال تقر   

 شود.یم لیتبد نگریمعادله شرود ،یهاد مهین

(2) [
1

2𝑚∗ (𝑝 + 𝑒𝐴)
2

+ 𝑉𝑐𝑜𝑛𝑓(𝑟)] Ψ = 𝐸Ψ 

ما پتانسیل محصور شدن شعاعی را با یک پتانسیل سهموی    

 کنیم.دل میشکل م

(3) 𝑉(𝑟) =
1

2
𝑚∗𝜔0

2𝑟2 

:است ریمستقل از زمان به شکل ز نگریشرود معادله     

 
{−

ℏ2

2𝑚∗
[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜃2
+

𝜕2

𝜕𝓏2
]

−
1

2
ℏ𝜔𝑐

𝜕

𝜕𝜃
+

1

8
𝑚∗𝜔2𝑟2

+ 𝑉(𝓏)} Ψ(𝑟, 𝜃, 𝓏)

= (𝐸𝑛𝑚
(𝑟)

+ 𝐸𝑙
(𝒵)

)Ψ(𝑟, 𝜃, 𝓏) 
(4) 

𝐸𝑙+ما
(𝑧) 𝐸 = 𝐸𝑛𝑚

(𝑟) که در آن معرفی کردیم 𝐸𝑛𝑚
(𝑟) و 𝐸𝑙

(𝑧) 
 𝑧و  یدر جهت شعاع بیبه ترتسطوح انرژی الکترون را 

 .دهدمینشان 

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝑧) .توابع موج هستند 𝑤𝑐 =
𝑒𝐵

𝑚∗  رکانس ف

𝜔2          و کلوترونیس = 𝜔𝑐
2 + 4𝜔𝑜

فرکانس     2

   نرمال شده است. کلوترونیس

(5) 
Ψ(𝑟, 𝜃, 𝓏) =

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑚𝜃𝑅(𝑟)𝑍(𝓏) 

𝑚 = 0; ±1; ±2; … 

 (6) 𝛼 =
𝑚∗𝜔

2 ℎ 
𝑟2   و   𝑘 =  

Ε𝑛𝑚
(𝑟)

ℎ𝜔
−  

𝑚𝜔𝑐

2𝜔
 

شعاع  سمت  صورت زیبع موج را متا یمعادله ق  ریتوان به 

 :نوشت

𝛼
𝑑1

𝑑𝛼2
+

𝑑𝑅

𝑑𝛼
+ (𝑘 −

1

4
𝛼 −

𝑚2

4𝛼
) 𝑅 = 0 

𝑅(𝛼)از با استفاده = 𝑒−
𝛼

2𝛼
|𝑚|

2 𝜂(𝛼) ، به معادله  معادله فوق

 شود.یم لیکومر تبد

(7) 

𝛼
𝑑2𝜂

𝑑𝛼2
+ (|𝑚| + 1 − 𝛼)

𝑑𝜂

𝑑𝛼

+ (𝑘 −
1

2
(|𝑚| + 1)) 𝜂 = 0 

𝜂(𝛼) = 𝐹[𝑎, |𝑚| + 1, 𝛼]  اینجا𝛼 =
|𝑚|+1

2
− 𝑘   
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 شود.واگرا می  𝑒𝛼 تابع بصورت این α برای مقادیر بزرگتر

 اگر و فقط اگر :شودبنابرین از عادی سازی جلوگیری می
𝑎 = 𝑛   با𝑛 = 0; ±1; ±2;  یهمگرا یسر …

Hypergeometric  شود و تابع یم لیتبد یاچند جمله کیبه

 .تواند نرمال شودیموج م

(8) 

𝑅𝑁𝑀(𝑅)

= 𝑙0

√(𝑛 + |𝑚|)!

|𝑚|! √𝑛!
𝛼|𝑚|/2𝑒−𝛼/2𝐹[−𝑛, |𝑚|

+ 1, 𝛼] 

 

(9) 

𝐸𝑛𝑚
(𝑟)

= ℏ√𝜔𝑐
2 + 4𝜔0

2 [𝑛 +
1

2
(|𝑚| + 1)]

+
1

2
𝑚ℏ𝜔𝑐 

𝑙0 = √
ℏ

𝑚∗𝜔
 .است یطول محصور شدن موثر نقطه کوانتوم 

با دو عدد  Y و Xنابراین حرکت الکترون در صفحه ب

  .شودتوصیف می 𝑚و𝑛 کوانتومی

z =  ± d/2 

 

 

(10) 
𝑍(𝓏) = √

1

2
sin(𝑙𝜋𝓏/𝑑) 

𝑙 جایی که    = ±2, ±4,  𝑍(𝓏)های فرد برای حالت …
 شبیه کسینوس است.

(11)   𝐸𝑙
(𝓏)

= 𝑙2𝜋2ℏ2/2𝑚∗𝑑2 

                            

 هیدرواستاتیک ثرات دما و فشارا

اعمال دما و فشارهیدرواستاتیکی جرم موثر و ثابت دی    

 نیا حیدر ادامه، عبارات صر کند.الکتریک را اصلاح می

که  ک،یدرواستاتیه دما و فشار از یها را به عنوان تابعتیکم

به دست  است K و kbar بیتتر در آن واحد فشار و دما به

الکترون به  ی. جرم موثر وابسته به فشار و دما براآوریممی

 .(9-10) دیآیدست م

(12) 

𝑚𝑒
∗ (𝑃, 𝑇)

=
𝑚0

1 + 𝐸𝑃
𝛤 (

2
𝐸𝑃

𝛤(𝑃, 𝑇)
+

1
𝐸𝑔

𝛤(𝑃, 𝑇) + ⊿0
)
 

⊿0 = 0.341𝑒𝑉 تقسیم چرخش مدار است و 𝐸𝑔
Γ(𝑃, 𝑇) 

دما است که برحسب الکترون ولت  انرژی وابسته به فشار و

 داده شده است.

(13) Ε𝑔
Γ(𝑃, 𝑇) = Ε𝑔

Γ(0, 𝑇) + 𝑏𝑃 + 𝑐𝑃2 

𝑏 = 1.25 × 10−2𝑒𝑉 𝑘𝑏𝑎𝑟−1, 𝑐
= 3077 × 10−5𝑒𝑉 𝑘𝑏𝑎𝑟−2 

    𝐸𝑔
Γ(0, 𝑇) = 1.519 −

5.405×10−4𝑇2

𝑇+204
𝑒𝑉 

 هیدرواستاتیکی فشار و دما مانند خارجی عوامل بنابراین   

 نوری خواص و انرژی شکاف توجهی قابل طور به توانندمی

 . دهند تغییر را نانوساختارها

 ی:سیالکترومغناط ییالقا تیشفاف یمدل نظر

 میکنیم میباند تقس ریبه سه ز QDG کیما نوار رسانش را در 

نشان داده شده ) 〈3|و〈2| ،〈1| یهایکه مربوط به انرژ

 .(است (1) در شکل

(14           )                                       𝐻 =  𝐻0 + 𝐻Ι 

 
  با کوانتومی نقطه یک در سطحی سه آبشاری سیستم یک شماتیک: 1 شکل

QDG کاوشگر و کنترل هایمیدان با تعامل بر مسطح.  

(15)  

𝐻 =

ℏ

1
[

2𝜔1 −Ω𝑝𝐸𝑝𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡 0

−Ω𝑝
∗ 𝐸𝑝𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡 2𝜔2 −Ω𝑐𝐸𝑐𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡

0 −Ω𝑐
∗𝐸𝑐𝑒𝑖𝜔𝑝𝑡 2𝜔3

]  

 و〈1| هایحالت بین انتقال که ایمکرده فرض همچنین ما

 ممنوع الکتریکی می  دان دوقطبی برهمکنش توس   ط〈3|

 .است

19



 هفتمین کنفرانس فیزیک ریاضی ایران 

1402تیر  12-13   دانشگاه صنعتی قم 

 Mathematical Physics on Conference Iranian th7 

 (16) 

𝜌21̇ =  −( 𝑖 𝜔21 + 𝛾21)𝜌21

+  
𝑖 Ω𝑝

∗

2
 𝑒−𝑖𝜔𝑝

𝑡
(𝜌11 − 𝜌22)

+  
𝑖Ω𝑐

2
𝑒𝑖 𝜔𝑐

𝑡
𝜌31 

(17) 

𝜌32̇ =  −( 𝑖 𝜔32 + 𝛾32)𝜌32

+  
𝑖 Ω𝑐

∗

2
 𝑒−𝑖𝜔𝑐

𝑡
(𝜌33 −  𝜌22)

+  
𝑖Ω𝑝

2
𝑒𝑖 𝜔𝑝

𝑡
𝜌31 

(18) 
𝜌31̇ =  −( 𝑖 𝜔31 + 𝛾31)𝜌31 +  

𝑖 Ω𝑐
∗

2
 𝑒−𝑖𝜔𝑐

𝑡
𝜌32

−  
𝑖Ω𝑐

2
𝑒−𝑖𝜔𝑐

𝑡
𝜌21 

(19) 𝑝̇21 =  −(𝑖∆ + 𝛾21)𝜌̃21 +  
𝑖Ω𝑝

2
+

𝑖𝛺𝑐

2
 𝜌̃31 

(20) 𝑝̇21 =  
(Ω𝑝/2)(∆ + 𝑖𝛾31)

(|Ω𝑐|2/4) − (∆ + 𝑖𝛾21)(∆ + 𝑖𝛾31)
 

(21) 𝑝̇21 =  
(

Ω𝑝

2
) (∆ + 𝑖𝛾31)

(
|Ω𝑐|2

4
) − (∆ + 𝑖𝛾21)(∆ + 𝑖𝛾31)

 

(22) 𝜒(𝜔𝑝) = 𝜒′ + 𝑖𝜒" 

(23) 𝜒′ =  (
𝑁𝜇21

2

𝜀0ℎ𝐺
) Δ((|Ω𝑐|2/4) −  𝛾31

2 − ∆2) 

(24) 𝜒" =  (
𝑁𝜇21

2

𝜀0ℎ𝐺
) [𝛾31((|Ω𝑐|2/4) +  𝛾21𝛾31)]

+  ∆2𝛾21 

𝐺 (25) بطوریکه = [(|Ω𝑐|2/4) + 𝛾21𝛾31 − ⊿2]2

+ ⊿2(𝛾21 + 𝛾31)2 
 : داریم شکست ضریب و جذب ضریب برای و

(26) 𝛼(𝜔𝑝) = (𝜔𝑝/𝑐)𝜒" 
(27) 𝑛𝑟(𝜔𝑝) = 1 + (𝜒′/2) 

 دیکاهش ش  د EITقابل توجه  یهایژگیاز و یکی نیهمچن  

 کیکه  یعبور نور از ماده اس  ت. هنگام یدر س  رعت گروه

ش  ود، پالس نور یپراکنده م یخط طیمح کیپالس نور وارد 

 شود.یمنتشر م c/𝑛g 𝑣g =  یبا سرعت گروه

(28) 𝑣g =
𝑐

1 + 𝑛𝑟(𝜔𝑝) + 𝜔𝑝
𝜕

𝜕𝜔𝑝
𝑛𝑟(𝜔𝑝)

 

 :توان آن را محاسبه کردیاست که م یشاخص گروه 𝑛gو 

(29) 𝑛g = 1 +
𝜒1

2
+

𝜔𝑝

2

𝜕𝜒1

𝜕𝜔𝑝

 

 و نور زیر فرکانس فواصل و شفافیت پنجره این، بر علاوه

 .(11) یابدمی افزایش فشار افزایش با نور ابر

 

پروب  دانیم یشاخص گروه در برابر انرژ رییتغ ،سمت راست : 2شکل 
 یشاخص گروه در برابر انرژ رییتغ ،سمت چپ و مختلف فشار ریدر مقاد

 .دهدرا نشان می مختلف دما ریپروب در مقاد دانیم

 نتیجه گیری:

را در  (EIT) یسیالکترومغناط ییالقا تیما شفاف جه،یدر نت   

که به شکل  یکوانتوم سکیبا هندسه د ینقطه کوانتوم کی

 یبررس یوانه مسطح فرض شده است، به صورت نظراست کی

جذب،  فیشده، ط سبهمحا یهایبر اساس انرژ .میو نشان داد

از  یبیترک ریو شاخص گروه را تحت تأث یپراکندگ فیط

 کیدرواستاتیفشار ه ،یسیمغناط دانیمانند م یعوامل خارج

 یمحصور شدن نقطه کوانتوم یدما و طول ها زر،یل دانیم

جذب که  بیضرا ونی. مدولاسمیاقرار داده مورد مطالعه

و  ینور یرهاعملکرد خوب مدولاتو یتواند مناسب برایم

توان یمادون قرمز را م ینور یمختلف دستگاه ها یکاربردها

 دست آورد. به یبه راحت کیدرواستاتیه قدرت فشار میبا تنظ

و همچنین نتیجه گرفتیم که دما و فشار هیدرواستاتیکی 

شکاف انرژی و خواص نوری نانوساختارها را  توانندمی

 بخوبی تغییر دهند.
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Abstract 

 The interaction of electromagnetic waves with biological tissues is the most fundamental physical 

interaction in biology, and its study is expected to have a significant impact on the regulation of the life 

process, but due to the heterogeneity of the molecules in the biological hull environment, it is not possible 

to apply Maxwell’s equations analytically, so approximate methods and radiation transfer theory should 

be used. In this paper, an approximate solution for the propagation of electromagnetic waves in 

biological tissues has been presented by a mathematical modeling based on Kubelka-Munk (K.M.) theory. 

This theory is an approximation of the radiation transfer equation that explains the emission of diffuse 

and isotropic radiation through a homogeneous medium to a thickness   along the  -axis, regardless of 

the reflection of light from the tissue boundary surface.  In mathematical calculations and modeling, the 

thermal effects due to the interaction of the electromagnetic wave with the heterogeneous tissue have 

been neglected and the intensity of the beam within the tissue is considered according to Lambert's law. 

Key words: Radiative Transfer Equation, Mathematical Model, Heterogeneous Tissue, Kubelka-Munk 

Theory. 

1. Introduction

The interaction of electromagnetic waves with tissue is the most basic physical interaction in biology,

and it is expected that the study of the propagation of electromagnetic waves and their biological effects 

will have a significant effect on the regulation of the life process. When electromagnetic waves collide 

with biological tissues, part of the beam is reflected and the rest enters the tissue. The reflected light acts 

as a mirror and a scattering. In mirror reflection, the angle of reflection is equal to the angle of light 

emission, but in reflective reflection, the reflected light has irregular reflection angles. Since the surface 

of biological tissues, such as skin, is uneven, the latter is practically considered. After light enters the 

tissue, both absorption and scattering processes can occur and their extent depends on the optical density 

that controls the amount of beam permeability [1].  

The interaction of electromagnetic waves with biological environments depends on the thickness of the 

layers and the optical properties of the different tissue layers, which is itself a function of the wavelength 

of the incident radiation. For wavelengths much larger than the cell diameter, the scatter is smaller than 

the cell structure [2]. 

To facilitate the mathematical description of this distribution, we consider the radiation of the beam on 

the tissue as parallel beams that shine perpendicular to the surface of the tissue, and assume that the 

scattering and absorption centers are uniformly within the tissue. Although the theory of radiation transfer 

allows a good description of the scattered and absorbed beam, its general solution is not possible, so 

approximate solutions are considered to solve the radiation transfer equation in a sample (biological 

tissue). In this paper, with a mathematical modeling based on K.M. theory, an approximate solution for 

the propagation of electromagnetic waves in biological tissues is presented. 
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2. Geometry of the radiation

The geometry of the radiation of an electromagnetic wave descending on the sample in the distribution

of monochromatic radiation at location          and in the direction        is shown in Figure (1): 

Figure 1:  Geometry of the incident radiation on the sample 

Accordingly, the single-distribution radiation function       , which represents the amount of radiant 

energy passed per unit time from the surface unit perpendicular to the vector   in the unit of spatial angle, 

can be written as follows: 

    Where         is the parallel radiation remaining at   in the   direction within the tissue and         is 

the scattered radiation at location   and in the direction   within the tissue, which are defined as follows: 

    In these relations,   is the attenuation coefficient,         is the phase function of the biological 

environment and    is the differential element of the spatial angle in the spherical coordinates (   
          ). Equation (2) shows the attenuation of the parallel beam         due to direct absorption 

and scattering in the tissue. The first expression to the right of Equation (3) indicates a decrease in the 

intensity of the scattered beam due to absorption and scattering. The second expression indicates an 

increase in the intensity of the beam in the direction   due to light scattering from all directions to this 

direction. The third expression also shows the increase in beam intensity in the   direction due to light 

scattering from the   direction to this direction. The integral of the function        with respect to the 

differential of the spatial angle    at a given interval (   estradians) shows the radiant flux: 

3. Kubelka-Munk theory

Radiation flux in K.M. theory consists of two fluxes forward      and backward     , which are 

defined as follows: 

The total flux is obtained from the sum of two fluxes    and    : 

     The forward and backward scattered photon fluxes are obtained from the following differential 

equations: 

Where,      and    coefficients are called the Kubelka-Monk absorption and dispersion 

coefficients, respectively. 

(1)                       

(2)
        

  
           

(3)
        

  
  ⃗  ⃗⃗⃗                   ∫             

                     

(4)   ∫           

(5)   ∫       ⃗  ⃗        ∫       ⃗    ⃗   

(6)        

(7) 
   

  
                    

   
  

                   

22



 هفتمین کنفرانس فیزیک ریاضی ایران

ماهتیر  13-12 1402، دانشگاه صنعتی قم  
  

 

Figure (2) shows a schematic of two diffusion fluxes (forward flux and reverse flux). The forward flux 

     is in the direction of incident radiation and the forward flux is      in the opposite direction [3]: 

Figure 2:  Schematic of forward and backward fluxes 

The answers to the differential equation (7) are as follows: 

The coefficients                     are the members of a matrix differential equation in transport theory 

and   the attenuation coefficient [4]. Equation (8) show that with increasing tissue thickness in the 

direction of   (direction of average incident radiation), the forward flux decreases and the backward flux 

increases due to the absorption and dispersion of the biological environment. 

4. Optical properties

 There are several methods for obtaining the optical properties of biological tissues based on quantities 

such as trajectory intensities, reflectance, and scatter. These methods are generally divided into two 

categories of direct and indirect methods [4]. In direct methods,   and   coefficients are measured 

without considering the mathematical model for the optical properties of the texture and only using the 

experimental design scheme. Figure (3) shows a schematic of the calculation of the optical properties of   

and   based on K.M. theory, in which the values of   and   are obtained first by experimental 

measurement of the optical quantities of reflected and transmitted beams. Then, using a mathematical 

model, the optical properties of bioavailable tissue are calculated. Because the photons absorbed by the 

tissue cannot be detected, so the measurement of the absorption coefficient   based on experimental 

methods is very difficult [5]. In indirect methods that show how the electromagnetic wave is scattered in 

the tissue, a theoretical model is used and with the help of mathematical modeling, the optical properties 

of the biological tissue are calculated. The advantage of using this mathematical modeling is that the 

absorption coefficient   and the reduced scattering coefficient        are obtained indirectly, where   

is the heterogeneity coefficient of the biological tissue and is a measure of the scattering anisotropy. 

Figure 3:  Scheme of calculation of optical properties of tissue in indirect method 

For      , the scattering occurs completely forward and for       , the scattering occurs 

completely backward, and for     , isotropic scattering occurs. The range of   for most biological 

tissues is between     and      . Based on the proposed model, for fully forward scattering (   ): 

(8)          
        

                      
        

   

(9)  [   
          ]   
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Assuming that the phase function is homogeneous in this modeling, the amount of beam intensity at 

the distance   from the tissue surface decreases exponentially due to scattering with attenuation 

coefficient    , but its radial shape does not change. It can be written according to Lambert's law: 

     From Equations (9) and (10), the electromagnetic wave intensity is obtained as follows: 

5. Results

The condition for using K.M. theory is that the electromagnetic wave is propagated in the form of a

beam and is wide, so we consider radiation as a Gaussian curve in which the maximum radiation intensity 

is at its center and gradually it decreases around. If the electromagnetic wave strikes the surface of 

biological tissue in the form of a Gaussian wave, the intensity of the beam deep inside the tissue will be as 

follows: 

This equation shows the intensity of the electromagnetic wave propagated within the biological tissue 

in the proposed mathematical model in terms of K.M. coefficients. 

The results show that in the process of interaction of electromagnetic waves with biological tissues, 

both absorption and scattering factors are involved, but because the role of scattering is very small 

compared to absorption, so     is often considered. From relations (10) and (12) we have: 

The advantage of modeling done in this paper based on K.M. theory is that the absorption and 

scattering coefficients   and   can be obtained directly through the reflection and transfer coefficients   

and   (measured by experimental methods). 

The coefficients   and   are obtained from the following equations: 

The final results of the calculations in the proposed mathematical model give the following relations 

for the optical properties of the biological tissue: 

6. Discussion

In mathematical calculations and modeling, the thermal effects due to the interaction of the

electromagnetic wave with the biological tissue have been neglected. Depending on the time of irradiation 

and the maximum temperature of the tissue, these effects can cause changes in the physical and chemical 

properties of the tissue and cause damage. Also K.M. theory is one-dimensional modeling and the angular 

distribution of the beam intensity         is unpredictable. Using other approximate theories such as 

Beam Broadening Theory, the value of variance    can be considered as a function of   and changes in 

the shape of the radial distribution of the electromagnetic wave can be considered. 
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 چكیده                                                         

امواج سالیتاری و سالیتونی به  .می شوند بررسی و مطالعه شدت به علوم رشته های تمامی در مهم شان نقش دلیل فیزیک به -ریاضی در غیرخطی تحولی معادلات
ک در این مقاله قصد داریم با استفاده از روش تانژانت هایپربولی معادلات موج غیرخطی گفته می شود که چگالی انرژی آنها جایگزیده است. جواب های خاصی از

 را مورد این جوابها جایگزیده بودن چگالی انرژی و همچنین بدست بیاوریم بطور نمونه یرخطی راگوردون غ-معادله کلاین یک جواب های سالیتاری یا سالیتونی

 بررسی قرار دهیم. مطالعه و

 
 ، امواج سالیتاری، امواج سالیتونی، روش تانژانت هایپربولیکگوردون-معادله کلاین کلید واژه ها :

 

              Particle-Goon Solitary waves from nonlinear Klein-Gordon equations               

                                                      
Shafiee, Seyed Sina1; Ahmadi, Fatemeh1; Norouzi , Farzaneh2 

                                                1 Department of Physics, University of Shahid Rajaee Teacher Training, Tehran, 

                                               2 Department of Mathematical, University of Shahid Rajaee Teacher Training, Tehran 

  

 

  Abstract 
 

Non-linear evolutionary equations in mathematics- physics are intensively studied and investigated due to their 

important role in all majer of science. Solitary and Soliton waves are special solutions of nonlinear wave 

equations whose energy density is localised. In this article, we are going to use the hyperbolic tangent method 

to obtain solitary or soliton solutions of a non-linear Klein-Gordon equation as an example, and also to study 

and check the localised of the energy density of these solutions. 

  

Keywords: Klien-Gordon equation, Soliton waves, Solitary waves, Hyperbolic tangent method          
 

  قدمهم
میلادی  1381اولین گزارش از بسته موج های جایگزیده در سال 

توسط دانشمند اسکاتلندی جان اسکات راسل ارائه شد. ایشان 

مشاهده کرد که یک موج منفرد)سالیتاری( خوش ترکیب می تواند 

یک کانال باریک و کم عمق بدون تغییر شکل  مسافت زیادی را در

 انتقالسرعت طی کند. ایشان اسم این موج را موج یا کاهش 

(Translation wave)   دانشمندان را  ،امواجنامید. کشف این

برای مطالعه این  ارتحقیقاتی رد تا حجم عظیمی از کار ترغیب ک

میلادی دو هلندی به نام های 1381 سال در .اختصاص دهندامواج 

یل جزئی غیر توانستند یک معادله دیفرانس و دوریس کورتوگ
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. معادله [1]است Kdvکه معروف به معادله  دنخطی استخراج کن

Kdv  در است.  سالیتاری امواجبه مربوط  اولین معادلاتیکی از

میلادی زاباسکی و کراسکل در بررسی برخورد میان  1891سال 

نتایج جالبی دست یافتند. آنها متوجه شدند که  بسته موج بهچنین 

این امواج در برخوردها پایسته می ماند. در  انرژی و سرعت اولیه

واقع این بسته موج های جایگزیده در برهمکنش با یکدیگر مانند 

 .[1]ذرات رفتار می کنند و به این دلیل آن ها را سالیتون نامیدند

خوب است در اینجا به این نکته اشاره کنیم، که دینامیک سالیتون 

در میدان پتانسیل موثر شبیه دینامیک کلاسیک یک ذره است که 

 حرکت می کند. 

امواج سالیتاری در انواع مختلفی مانند سالیتون ها، کینک ها، 

 شوندکاسپون ها، کامپکتون ها، پیکون ها و اشکال دیگر ظاهر می 

این  در .[2]ویژگی های خاص خود را دارندآنها، هر کدام از  که

ن غیر خطی را گوردو-مقاله، جوابهای سالیتاری یک معادله کلاین

به کمک روش تانژانت هایپربولیک بدست می آوریم و 

  جایگزیدگی انرژی آن را بررسی می کنیم.

 روش تانژانت هایپربولیک

روش های مختلفی بکار گرفته می  غیرخطی معادلاتبرای حل 

شود، یکی از روش های حل معادلات غیرخطی، روش تانژانت 

ی متنوعی از این سعه یافته است. اخیرا حالت های توهایپربولیک 

 kdvمعادلات  از قبیلاند و برای حل معادلاتی  روش معرفی شده

ابتدا در اینجا،  گوردون و... بکار گرفته شده اند.-و معادلات کلاین

جزئی دله دیفرانسیل معا   با استفاده از متغیر موج

 غیرخطی

 (1                     )                   

 ا به معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطیر 

(2                      )                                          

انتگرال  های ثابتانتگرال گرفته و  (2) از معادله ی تبدیل می کنیم.

سپس یک متغیر مستقل جدید  .قرار می دهیم صفر مساوی با را

 ی می کنیممعرف

(8)                                       

 بدست می آیندسپس مشتق ها به صورت های زیر 

                                                     
 

(1              ) 

                                                    ، سری متناهی زیر را برای جواب ارائه می دهدTanhروش 
(1  )                          

یک عدد صحیح مثبت خواهد بود. برای تعیین پارامتر  Mپارامتر 

M ،خطی با بالاترین مرتبه با جمله ی غیر (مشتقخطی ) جمله ی

لاترین توان با بالاترین درجه موازنه می شود. به این صورت که با

ضرب شده و در یک طرف تساوی قرار  Mجمله ی غیرخطی در 

و در طرف جمع شده  Mمی گیرد و بالاترین مرتبه مشتق نیز با 

محاسبه  Mسپس با حل معادله ی حاصل  ،می گیرددیگر تساوی قرار 

یک معادله ی ( 2)( در معادله 1) با جایگذاری سری. می شود

 جدا کردن، با به دست می آید yجبری شامل توان های مختلف 

و مساوی صفر قرار دادن آن ها، به y ضرایب توان های مختلف 

  یک دستگاه معادلات می رسیم که با حل آن، پارامتر های 

 به دست می آیند. با جایگذاری این مقادیر و  

 .[1و8]ت می آیندجواب های معادله به دس (1رابطه ) در سری

  گوردون-معادله کلاین

   به صورت زیر است فرض کنید، چگالی لاگرانژی برای میدان 

(9)                                    

 لاگرانژ زیر بدست می آید-معادله اویلر وردش گیری نسبت به 

(7                           )                         

که خطی و  گوردون می باشد، -لی معادله کلاینمعادله فوق فرم ک
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. بستگی دارد ( به انتخاب پتانسیل7)معادله غیر خطی بودن

  اگر پتانسیل به صورت زیر باشد

(3                         )  

 ( به صورت زیر نوشته می شود7) پس معادله

(8 )                              

  معادله فوق در دوبعد به صورت زیر است

(11                  )  

به ترتیب معرف مشتق نسبت به مکان و زمان  و  اندیسکه 

 گرفته وبرابر یک را نور(  )سرعت . در این جا سرعت است

حل می  هایپربولیکروش تانژانت را با استفاده از (11) معادله

 (11)معادله ی    با استفاده از متغیر موج شروعبرای  [.8]کنیم

 زیر تبدیل می شوددیفرانسیل معمولی به معادله ی 

 (11            )        

 ( برای جواب ارائه 1روش تانژانت هایپربولیک سری متناهی )

 می دهد

 (12                                ) 

(، برای محاسبه پارامتر  11)( در رابطه 12پس از جایگذاری رابطه )

M با جمله غیر خطی  ه ی با بالاترین مرتبه مشتق یعنی جمل

 بدست می آید ، با کمی محاسبهبرابر قرار می دهیم ،

(18)                                                               

M  باید یک عدد طبیعی باشد، که در اینجاM  یک عدد طبیعی

 نیست. این مستلزم استفاده از تغییر متغیر زیر می باشد

(11             )                                                     

                                       ( داریم11( در معادله )11با جایگذاری معادله )

                  

(11                               )                    

 طبق روش تانژانت هایپربولیک سری زیر را در نظر می گیریم

                                                        
( ، با موازنه ی جمله ی 11)پس از جایگذاری رابطه فوق در رابطه 

بدست  را M، با جمله ی غیرخطی  با بالاترین مرتبه مشتق 

 می آوریم

(19                                                               )  

 پس جواب به صورت زیر خواهد بود

     و     (     71)

 پس داریم (11( در رابطه )17با جایگذاری رابطه )

                    

                                  
(13 )                                    

را برابر صفر قرار  ضرایب هر توانی از ( را حل کرده و13)معادله 

 دهیم. در نهایت به دستگاه معادلات زیر می رسیم می
           

                                                                             بضری :            

      ضریب  :               

                                       

   : ضریب          

                                   

 : ضریب            

                                  

   : ضریب     

(18)                              

یا  با استفاده از نرم افزارهای میپل( 18)با حل دستگاه معادلات 

به   و  ،  ،  ما دو دسته جواب برای پارامتر های  متلب

 صورت زیر به دست می آوریم

 دسته اول

      و       و       و          

 و دسته دوم

      و      و       و        

 این شرط زیر باید در نظر گرفت برای در هر دو جواب 

    و                                                

جواب  ،با توجه به جواب های فوق و با توجه به این که 

 بدست می آیند( به صورت زیر 11های معادله )

(21     )     

 و

(21    )     
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ی کینک آنت ،(21)  سالیتاری کینک و جواب ،(21) سالیتاری جواب

نمتتودار جتتواب هتتای فتتوق بتتا در نظتتر گتترفتن مقتتادیر     استتت.

به صورت زیر رسم  در زمان  و   

 می شود

 
 (21نمودار کینک رابطه ): 1شکل   

 
 (21) نمودار آنتی کینک رابطه: 2شکل  

کل به صورت زیر می  انرژیگوردون،  -برای این میدان کلاین

 باشد 

  

 چگالی انرژی عبارت است

(22)                                 

جواب کینک  با استفاده از تغییر متغیر 

و سپس با  ی کنیمبیان م ( را برحسب 11معادله )

(، نمودار 22رابطه ) درجایگذاری رابطه بدست آمده 

 با در نظر گرفتن این مقادیر  کینک انرژیچگالی 

 رسم می کنیم و  و  و 

 
 : نمودار چگالی انرژی کینک8شکل    

 نتیحه گیری

ها به عنوان جواب های یک سالیتون  ،تدر آخر می توان گف

ضعیف  گیپراکندبا کلاس گسترده از معادلات دیفرانسیل جزئی 

 .است، که سیستم های فیزیکی را توصیف می کنند ،غیرخطی

 سالیتون ها امواج سالیتاری با خاصیت پراکندگی الاستیک هستند.

امواج سالیتاری دارای چگالی انرژی جایگزیده هستند که ما این 

برای یک موج سالیتاری حاصل از یک  8را در شکل جایگزیدگی

مبنای  این جایگزیدگی، .گوردون نشان دادیم-معادله کلاین

 توصیف رفتار ذره گون این امواج است.
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 لختی یهمجوشی محصورشدگدر حل معادله هدایت حرارتی غیرخطی 

 ونی -فرکانس برخورد الکترون یکوانتوم حیتصحر اث یبررسبا 
 

 یپورطالار انیمحمد رضایعل
  رانیا ز،یتبر ،یدانشگاه آزاد اسلام ز،یواحد تبر ک،یزیگروه ف

 amp_pprc@yahoo.comمسئول :  سندهینوآدرس الکترونیکی 
 

 

 چکیده
دارد.  یا ژهیو تیاهم ندیفرآ نیدر ا ونی-است و برخورد الکترون لختی یمحصورشدگ یدر همجوش یاساس یها سمیاز مکان یکیتوسط پلاسما  زریل یجذب انرژ

مقاله به  نیاست. ا دهدر محاسبات گنجانده ش تابش ترمزی معکوس ندیاست که با در نظر گرفتن نقش فرآ یاثر مهم ونی-فرکانس برخورد الکترون یکوانتوم حیتصح

فرکانس  ۀپس از مطالع. پردازد یم ومیتیتر-ومیدوتر یدر واکنش همجوش یرخطیغ یحرارت تیمشخصه معادله هدا یها یژگیبر و یکوانتوم حیاثرات تصح یبررس

و  ونی یدما یآمده برا دست به جی. نتاشود یمانرژی آستانۀ همجوشی  کاهشمنجر به  یکوانتوم ۀشد برخورد اصلاحفرکانس مشخص شد که  ، کیبرخورد کلاس
 شد. ارائهبور -دروژنیه یواکنش همجوش یبرانیز  یگرید برآوردرا نشان داد.  لختی یمحصورشدگ یواکنش همجوشوقوع  طیبهبود شرا ، آستانه یانرژ

 

 هتابش ترمزی معکوس، انرژی آستان، یحرارت تیهدا ،فرکانس برخورد تصحیح کوانتومی، :کلید واژه ها

 

Solving Nonlinear Heat Conduction Equation in ICF by investigating the               

Effect of Quantum Correction of Electron–Ion Collision Frequency  
 

Alireza Mohammadian Pourtalari 

 

Department of Physics, Tabriz Branch, Islamic Azad University, Tabriz, Iran  

E-mail: amp_pprc@yahoo.com 
 

Abstract 
 

Absorption of laser energy by plasma is one of the basic mechanisms in inertial confinement fusion and 

electron-ion collision is special importance in this process. Quantum correction of electron-ion collision 

frequency is an important effect that is included by considering the role of inverse bremsstrahlung process in 

calculations. This article investigates the effects of quantum correction on characteristic features of nonlinear 

heat conduction equation in the Deuterium-Tritium (D-T) fusion reaction. Following the studying of the 

classical collision frequency, it was found that the modified quantum collision frequency leads to a decrease in 

the fusion threshold energy. The results obtained for the ion temperature and the fusion threshold energy 

showed the improvement of the conditions for inertial confinement fusion reaction. Another estimate was made 

for Hydrogen-Boron (H-
11

B) fusion reaction. 
  

Key words: Quantum Correction, Collision Frequency, Heat Conduction, Inverse Bremsstrahlung, Threshold 

Energy. 

 

 قدمهم
حاوی سوخت های ، هدف لختی یمحصورشدگ یدر همجوش     

کنند و به  های پرتوان لیزری بمباران میه ای را توسط باریک هسته

را  یانرژی لازم برای گرمایش سوخت تا دمای همجوش قیطر نیا

 کند لیزر به هدف برخورد می پالس پر انرژیکنند. وقتی  یتأمین م

از پلاسما  ای یه، مادۀ هدف از سطح آن بخار شده و در نتیجه لا

گویند. میدان الکتریکی القا شده  گردد که به آن کرونا می ایجاد می

گردد و این انرژی  های پلاسما میتوسط لیزر سبب نوسان الکترون

29

mailto:amp_pprc@yahoo.com
mailto:amp_pprc@yahoo.com


 ایرانمین کنفرانس فیزیک ریاضی هفت

  دانشگاه صنعتی قم 1402تیر  12-13
 

 

 

ن به انرژی گرمایی تبدیل یو-وسانی در اثر برخوردهای الکترونن

 [.1]   ندنام یمعکوس م یتابش ترمزد را نیفرآ نیا،  شود می

، الکترون در میدان الکتریکی یون  که در تابش ترمزی یطورهمان

 کند و در اثر برخورد کولنی با یون شتاب گرفته و یحرکت م

 زیمعکوس ن ی، در تابش ترمز کند امواج الکترومغناطیسی تابش می

 کند. ، یک فوتون جذب می الکترون پراکنده شده در میدان یون

 از رابطۀ زیر بدست می آید:سطح مقطع چنین برخورد کولنی 

(1 )     

  
 

 

 
[

   

   
 ]

 
 

         
 

 .است زاویه فضایی دیفرانسیلی  زاویه پراکندگی و  که در آن 

گیری  انتگرال ابیون  -برای برخورد الکترون     سطح مقطع کل

 آید: روی تمام زوایای ممکن پراکندگی بدست می

(2 )     ∫
    

  
   

 
 

 
[

   

   
 ]

 

∫
    

         
  

 

 

 
 

     و    که هم ارز     تا      این انتگرال به ازای

است واگرا می باشد. اما وضعیت فیزیکی موجود در یک پلاسما 

را برای این                اجازه تعریف حدود بالا و پایین

توان بصورت زیر  ( را می2دهد و لذا معادله ) انتگرال گیری می

 نوشت:

(3) 
    

 

 
[

   

   
 
]

 

∫
    

         
  

    

    

 

پلاسما است که    حد بالای تعریف شده همان طول دبای 

      کند و حد پایین تأثیر می برخوردهای با فاصله زیاد را بی

در نظر گرفته          اغلب مساوی با طول موج دوبروی 

زیر داده  ۀشود. بنابراین سطح مقطع کلی در پلاسما با معادل می

 شود: می

(4)     
 

 
[

   

   
 ]

 

∫
    

         
  

  

        

 

هتای   سطح مقطع برخورد یک کمیتت مهتم بترای تحلیتل واکتنش     

میزان احتمال انجام واکتنش بتین    زیرا باشد، ای می تهسه یهمجوش

بتا دانستتن ستطح مقطتع برختورد       [.2] کنتد  زوج ذرات را بیان می

  را محاسبه نمود. ونی -فرکانس برخورد الکترونتوان  می

به عنوان تعداد برخوردهایی در نظر گرفته می     برخورد فرکانس 

دهتد   شود که یک الکترون با یونهای زمینه در واحد زمان انجام متی 

و سترعت      ، ستطح مقطتع      دهد و بته چگتالی یتون     میو به 

 بستگی دارد:   الکترون 

(5)              
  

  
    

       

       
   

    

 شود. لگاریتم کولنی نامیده می     که در آن ضریب

     ونیا  -کوانتومی فرکاانس برخاورد الکتارون    حیتصح

محصورشتدگی مغناطیستی و    ییک تتوازن معنتادار بتین همجوشت    

به آزمایشات انجام شتده توستط    ، یمحصورشدگی لخت یهمجوش

د نمتو پیش بینتی  رزوموا  های یگیر گردد. اندازه باز می[ 3]رزوموا 

در  ومیت تریت -موالکترونهتا در پلاستمای دوتریت    یحرارت تیهداکه 

 تیبرابتتر کمتتتر از هتتدا 22مغناطیستتی یمحصورشتتدگ یهمجوشتت

 حیایتن امتر از طریتق تصتح    علتت  . ی آنهتا استت  کلاسیک یحرارت

 ها توضیح داده شده استفرکانس برخورد الکترونها با یونکوانتومی 

گیتری شتده در مقایسته بتا      اندازه یحرارت تیهدا( ، 1شکل ) [.4]

بر حسب  ومیتریت -مودر پلاسمای دوتری یکلاسیک یحرارت تیهدا

 نشان می دهد: اكماکدر یک تورا دما 

 
 یحرارت تیگیری شده در مقایسه با هدا اندازه یحرارت تیهدا : 1 شکل

 بر حسب دما  ومیتریت -مودر پلاسمای دوتری یکلاسیک

یون برای اولین بار  -ومی فرکانس برخورد الکترونتصحیح کوانت

را به برخورد کلاسیکی . وی فرکانس مطرح شد[ 5توسط بته ]

 ود:صورت زیر اصلاح نم

(6)      {
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 که در آن:

(7)      
 

 
         

جرم سکون الکتترون ،    عدد بار الکتریکی یون ،   در این رابطه 

بار الکترون و    ، ثابت ساختار ریز           سرعت نور ،  

 ثابت پلانک است.    

[ بتترای هتتدایت حرارتتتی الکترونهتتا بتتا 6( مرجتتع ]25از معادلتتۀ )

 تصحیح کوانتومی داریم:
 

(8)    {

              

   

  

 
          

 

 

اثتر تصتحیح کوانتتومی فرکتانس      بررستی ،  هدف اصلی این مقاله

 تیهتدا  ۀمعادلت  ۀمشخصت  یهتا  یژگت یبتر و یون  -برخورد الکترون

 است. [7] ومیتیتر-ومیدوتر یدر واکنش همجوش یرخطیغ یحرارت

معتادلات انتقتال حترارت در    از  یدیت جد یابیارز برای این منظور

شار انرژی آستانه  یچگالو  ومیتیتر -ومیدوتر یا واکنش گرما هسته

 درضتریب هتدایت حرارتتی بکتار رفتته      باید ابتدا . دریگمی  انجام

 به شکل زیر تغییر یابد: ، [7] مرجع 

(9)    
             

   
    

   
   

      
 

 با توجه به اینکه توان دمای الکترون از 

 
 به  

 
 ، کاهش یافته است 

 تی غیرخطی الکترون بر اساس معادلۀهدایت حرار ۀبنابراین معادل

 :نوشته می شود[ به صورت زیر 7] ( مرجع 29)

(12) 
   

  
  

 

  
   

      

  
  

به شکل زیر [ هم 7مرجع ] (12)و  (11( و )12( و )9) معادلات

 د:می یابتغییر 

(11)     
  

  
         

(12)                  [
 

  
   

     ]
   

 
 

(13)   
   

 
             

 
 

    
[
      

      
]
   

 
(14)   

 

           

 
 

 

  ۀ همجوشیانرژي آستان برآورد
، از  شار انرژی آستانه یچگالبرای ارزیابی جزئیات مربوط به 

[ 8کنیم که بسیار نزدیک به محاسبات چو ] میمحاسباتی استفاده 

معادلات هیدرودینامیکی شامل معادلۀ پیوستگی زیرا  ، باشند می

 دمای تمعادلا و ، معادلۀ حرکت ، معادلۀ آهنگ واکنش چگالی

توانند به خوبی ساختار و رفتار یک موج واکنش  لکترون و یون میا

 :ای را توصیف کنند گرما هسته

(15)   

  
 

 

  
      

 

 

(16)   

  
  

  

  
  

  

کستری از متادۀ     سرعت جرمتی و   چگالی جرمی،   که در آنها 

 شود: سوخته شده است که به صورت زیر تعریف می

(17)   
     

            
 آید: نیز از رابطۀ زیر بدست می  تابع آهنگ واکنش همجوشی

(18)   
 

 
           

 معادلۀ حرکت به صورت زیر است: 

(19) 
  

  
  

  

  
   

  

  

 

  
           

    [       
  

  
]

 اند. و چسبندگی نیز شامل شده که در آن عبارتهای مربوط به فشار 

 باشند: صورت زیر میمعادلات دمای یون والکترون به 

(22) 

   

  
  

   

  
  

 

 
  

  

  
 

   

    
   

  

  
  

 
   

    

 

  
   

   

  
    

 
     

    
 

(21)       

   

  
  

   

  
  

 

 
  

  

  
 

   

    
   

  

  
  

 
   

    

 

  
   

   

  
    

 
     

   
     

 
 

 
، انرژی  هدایت،  ، چسبندگی که در آنها طرف راست شامل فشار

باشد. آخرین عبارت  عبارتهای تعادلی می ای تولیدشده و گرما هسته

( نیز عبارت مربوط به تابش ترمزی 21در طرف راست معادلۀ )

 باشد. می
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 نتیجه گیري و بحث
به هنگام گداخت و          الکترونها و یونهافرض همدمایی با 

، پتس از انتدکی محاستبه   و  صرفنظر کردن از هدایت حرارتی یونها

 آید: انرژی به صورت زیر بدست می نهایی معادلۀ

(22  )           
   

 
 

 
  

  

  
 

   

    

 

  
   

   

  
 

 
 پلاسمای همجوشیدمای یون در  بیشینۀ، ه معادلاین  با استفاده از

 بیشینۀهای  ، منحنی( 2)شکل  آید. می بدست تریتیوم -دوتریوم

 نشان می دهد:دمای یون را 
 

 
   تریتیوم -دوتریوم پلاسمای همجوشیدمای یون در  بیشینۀ :2شکل

 یون -با در نظر گرفتن اثر تصحیح کوانتومی فرکانس برخورد الکترون
 

 برابر است با: ۀ همجوشیانرژی آستان، (2) درشکل

(29)           
                 

 

 

، ونی -کوانتومی فرکانس برخورد الکترون حیدر اثر تصح بنابراین

  بدست                  برابر با ۀ همجوشیانرژی آستان

 و شرایط وقوعفته است یا  اهش، که نسبت به نتایج قبلیکد می آی

   تریتیوم را بهبود بخشیده است.-واکنش همجوشی دوتریوم

 شدانجام بور -دروژنیه یواکنش همجوش یبرانیز  یگرید برآورد

                برابر با  ۀ همجوشیانرژی آستان که در آن ،

بور به -می توان نتیجه گرفت که در مورد هیدروژنبدست آمد. 

و کوچک بودن سطح  بین هسته ها علت بزرگ بودن سد کولنی

 همجوشی برای وقوع واکنشمقدار انرژی آستانه مقطع واکنش ، 

  می باشد.  تریتیوم -بیشتر از واکنش همجوشی دوتریوم

 
 

   بور -هیدروژن پلاسمای همجوشیدمای یون در  بیشینۀ :3شکل

 یون -با در نظر گرفتن اثر تصحیح کوانتومی فرکانس برخورد الکترون

 الکترونها حرارتی هدایت با ترمزی تابش اتلاف آستانه، حالت در

 احتراق به مربوط آستانه، حالت پایین های منحنی. شود می برابر

 به شروع بیشینه مقدار یک به رسیدن از بعد که باشند می ساده

 به مربوط آستانه، حالت بالای های منحنی و کنند می کاهش

 .هستند دما افزایش حال در همواره که باشند می همجوشی
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MODIFIED GEOMETRICAL OPTICS IN A CURVED SPACETIME 
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Abstract 

 In this article, the propagation of high-frequency monochromatic beam of circularly polarized 

electromagnetic waves in a curved spacetime has been studied. At first, the standard geometrical 

optics is investigated; That is, we consider the waves with infinitely high frequency. In this step, it 

is found that the trajectories of light are null geodesics. Secondly, the geometrical optics is 

modified. For this end, by considering the polarization of light, helicity-dependent correction on 

the geometrical optics is included. As a result, we realize that the modified wave vector is null. 

Furthermore, the trajectories of light are null non-geodesic paths. 

Key words: Circular Polarization, Helicity, Curved Spacetime, Geometrical Optics, Modified-

Geometrical Optics. 

1.Introduction

The propagation of circularly polarized beam of light in a gravitational field has been a matter of 

study in the past several years [1-6]. As we know, the propagation of electromagnetic waves in 

general relativity is obtained by investigating Maxwell equations in a curved spacetime. But, 

finding an exact solution to Maxwell equations in such spaces is a formidable problem. When the 

electromagnetic wave is highly monochromatic over a region of spacetime, we use an asymptotic 

short- wave approximation. In quantum mechanics, this method is known as WKB approximation 

and in wave optics is called geometrical optics approximation. This approximation is valid when 

the reduced wavelength (wavelength/2π) is much smaller than any characteristic scales (such as 

the curvature of the wave front, the size and duration of the radiation beam and the radius of the 

spacetime curvature) in the problem.  

we begin with the Maxwell equations in a curved spacetime. we write the Lorenz condition and 

wave equation for the potential 1-form. we select an ansatz for the potential and put it in the Lorenz 

condition and wave equation. Investigating these equations, we conclude that in the leading order 

of the geometrical optics approximation„ light ray paths are null geodesics [7]. But, if the light 

frequency is very high but it is finite, we modify the geometrical optics by including helicity-

dependent corrections on phase function of the potential ansatz. Considering this approach, we 

find that the modified wave vector is null and the ray trajectories of circularly polarized light in 

this approach are null but not geodesic. 

 In this article, the metric has signature (−, +, +, +), vectors and differential forms are denoted by 

boldface letters, the inner product of two vectors 𝒂 and 𝒃 is defined as (𝒂, 𝒃) ≔ 𝑔𝜇𝜈𝑎𝜇𝑏𝜈, with

𝒂2 ≔ (𝒂, 𝒂) and we shall use geometrized units 𝑐 = 𝐺 = 1.
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2. Null Tetrads and Maxwell Equations

2.1 Null tetrads and Polarization forms

We consider the null tetrads {𝒍, 𝒎, 𝒎̅, 𝒏} satisfying the normalization conditions:

(𝒍, 𝒏) = −1 , (𝒎, 𝒎̅) = 1,                                                                                           (1) 
while all other scalar products vanish. It is necessary to mention that there are some freedoms in 

selecting such null tetrads. Of course, there are some conditions which fix gauge ambiguity in the 

choice of these bases. It is important to mention that to have a suitable frame to measure the 

quantities along the ray trajectories, the bases should be Fermi-Walker transported. Volume 4-

form and three polarization 2-forms 𝝅(𝒂), 𝑎 = 0,1,2 , are defined as [5]:

𝒆 = 𝑖𝒍 ∧ 𝒎 ∧ 𝒎̅ ∧ 𝒏,       (2) 

𝝅(𝟎) = 𝒎̅ ∧ 𝒏,    𝝅(𝟏) = −(𝒍 ∧ 𝒏 − 𝒎 ∧ 𝒎̅),    𝝅(𝟐) = 𝒍 ∧ 𝒎.       (3)          
For the electromagnetic field 2-form F, Maxwell equations in the absence of electric currents can 

be written as 𝑑𝑭 = 𝛿𝑭 = 0, in which d is the differential operator, 𝛿 =⋆ 𝑑 ⋆  is the codifferential 

operator and ⋆ is the Hodge star operator. We define [5]: 

𝓕σ =
1

2
[𝑭 − 𝑖𝜎(⋆ 𝑭)], (4) 

in which 𝜎 = +1 is the helicity parameter of the field  related to right-handed and 𝜎 = −1 is 

related to left-handed circularly polarized waves. Since in our 4-dimensional spacetime with the 

defined signature we have ⋆⋆F = −F, we can write ⋆⋆𝓕σ = 𝒊σ𝓕σ. Then, 𝓕+1 and 𝓕−1are self-

dual and anti-self-dual complex electromagnetic fields, respectively. For these fields we have 

𝑑𝓕σ = 𝛿𝓕σ = 0. Using the coefficients Φ𝑎
σ, we can express 𝓕σ in terms of the basis 2-forms 𝝅(𝒂)

as [5]: 

𝓕σ = ∑ Φ𝑎
σ𝝅𝝈(𝒂)𝟐

𝒂=𝟎  .                                                                                                                    (5)

The exactness of 𝓕σ and using Poincare lemma we can define the complex potential 1-form 𝓐σ

as 𝓕σ = 𝑑𝓐σ. The Lorentz gauge condition is 𝛿𝓐σ = 𝟎.

2.2 Field equations

We start with the following ansatz for the potential 1-form of the electromagnetic field:

𝓐σ = 𝒂σ 𝑒
𝑖𝑆σ

𝜖  , (6) 

in which 𝒂σ is the complex amplitude 1-form which varies slowly, 𝑆σ is the real phase function

(eikonal function) which varies rapidly and 𝜖 ≪ 1 is a dummy expansion parameter that helps to 

track order of terms: a term with 𝜖𝑛, for some integer 𝑛, varies as  (ƛ/ℓ𝑚𝑖𝑛)𝑛, where  ƛ/ℓ𝑚𝑖𝑛 ≪
1. Here ƛ is the reduced wavelength (wavelength/2π) and ℓ𝑚𝑖𝑛 is the minimal of the characteristic

scales of the problem. It is important to mention that we skip the helicity index 𝜎 and our 

calculation will be for the wave with right-handed polarization. For left-handed one, it is necessary 

to change 𝜖 → −𝜖 and 𝒂 → 𝒂̅ . Putting the ansatz (6) into Lorentz gauge condition gives:  

⋆ (𝑷 ∧⋆ 𝒂) − 𝑖𝜖 ⋆ 𝑑 ⋆ 𝒂 = 0 , (7) 
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in which 𝑷 ∶=  𝑑𝑆 is the wave form. Also, the field strength 𝓕 can be written as:

𝓕 =
𝑖

𝜖
 𝓩𝑒

𝑖𝑆

𝜖  , (8)

in which

𝓩 ≔ 𝓑 − 𝑖𝜖𝓒 ,          𝓑 ≔ 𝑷 ∧ 𝐚 , 𝓒 ≔ 𝑑𝒂 .         (9) 

It is easy to show that:

δ𝓕 =
−1

𝜖2 𝑒
𝑖𝑆

𝜖  𝒋 , (10) 

in which

𝒋 =1 −⋆ [𝑷 ∧ ⋆ (𝒂 ∧ 𝑷 )]  − 𝑖𝜖 [⋆ (𝑷 ∧⋆ 𝑑𝒂) −⋆ 𝑑 ⋆ (𝒂 ∧ 𝑷 )] ,                                               (11)

is the truncated current 1-form up to the first order 𝜖. Note that the symbols =0 and =1 indicate

that we have kept the equations up to zero order and first order of the parameter 𝜖, respectively. 

Maxwell equations in current free spaces are satisfied if 𝒋 = 0. This point reaches us to the 

following field equation: 

𝑷2𝒂 −  iϵ[(𝛻𝜈𝑃ν)𝒂 + 2𝑃𝜈 (𝛻𝜈𝑎𝜇)𝑒𝜇] =1 0  ,                                                                            (12)

in which 𝛻𝜈 is the covariant derivative associated with the spacetime metric 𝑔𝜇𝜈 and 𝒆𝜇 are

covectors. It is necessary to mention that some conditions are needed to be imposed on the fields 

depending on the point that either they are self-dual or anti-self-dual. For the self-dual field we 

should have: 

𝓕+𝟏 ∘ 𝝅̅(𝑎) = 0                                                                                                                            (13)

which " ∘ " indicates the inner product of two differential 2-forms [8].  It is necessary to note that 

the gauge condition  𝑨 →  𝑨 + 𝑑𝛹  which 𝛹: = 𝜖𝜓𝑒𝒊𝑺/𝜖 and 𝜓 is a scalar function, preserves the

physics of the problem. This gauge condition will help us to find vector polarization in geometrical 

optics approximation. 

3. Geometrical Optics

At first, we keep the equation (12) up to zero order of the parameter of expansion. so, we have:

𝑷 2 =0  0 .                                                                                                                                   (14)

This means that 𝑷 is null. If we interpret 𝑃𝛼 = 𝛻𝛼𝑆 as the momenta canonically conjugated to 𝑥𝑎,

we can identify the equation (14) with the Hamilton-Jacobi equation with an effective Hamiltonian 

defined as follows [9]: 

𝐻(𝑥𝜇, 𝑃𝜇) ∶=
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑃𝜇𝑃𝜈 . (15) 

Let 𝑥𝑎(𝜆), which 𝜆 is an affine parameter, be an integral curve of 𝑃𝛼, 𝑃𝜇  =  𝑑𝑥𝜇/𝑑𝜆, then the

Hamiltonian equations give the trajectories of light in the geometrical optics limit: 
𝐷2

𝐷𝜆2 𝑥𝜇 ≔
𝑑2

𝑑𝜆2 𝑥𝜇 + Γ   𝛼𝛽
𝜇 𝑑

𝑑𝜆
𝑥𝛼 𝑑

𝑑𝜆
𝑥𝛽 = 0,                                                                                  (16)

in which  Γ   𝛼𝛽
𝜇

  are Christoffel symbols. So, in the geometrical optics approximation, the 

trajectories of light are null geodesics.  

4. Modified Geometrical Optics

In the next step, we modify the geometrical optics by including first order correction in wave 

vector, 𝑷 = 𝑷0 + 𝜖𝑷1. If we put this in the equation (12), we have: 

(𝑷0  +  𝜖𝑷1)2𝑎0µ + 𝜖(𝑷0 +  𝜖𝑷1)2𝑎1µ

-2𝑖𝜖 [(𝑷0  +  𝜖𝑷1)𝜈𝛻𝜈𝑎0µ +
1 

2
𝑎0µ𝛻𝜈(𝑷0  +  𝜖𝑷1)𝜈] =1  0.   (17) 
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Now, we split this equation order by order in 𝜖. At first, we have 𝑷0
2 = 0.  Here, we put 𝑷0 =  𝒍.

If we put this result into (17) and use the relation 𝑎0µ = 𝑓0𝑧0µ, by some simplifications we obtain:

(𝒍, 𝑷1)  −  𝑖𝑙𝜈𝑧0̅
𝜇𝛻𝜈𝑧0µ  =  0.                                                                                                      (18)

Using the condition (13) and the mentioned gauge condition, we can imply that 𝒛0 = 𝒎. 

Therefore, we get: 

(𝒍, 𝑷1)  −  𝑖𝑙𝜈𝑚̅𝜇𝛻𝜈𝑚𝜇  =  0.                                                                                                       (19)

Using the property of Fermi-Walker transportation, the second term on the left hand side is zero, 

then we have (𝒍, 𝑷1) = 0 . Therefore, we can write:

𝑷𝟐  =1  𝒍𝟐  +  2𝜖(𝒍, 𝑷1) = 0.                                                                                                      (20)

This indicate that in the modified geometrical optics, the wave vector correction up to the first 

order of 𝜖 is null. Up to now, we find that 𝑷 = 𝒍 + 𝜖𝑷1, so we have (𝑷 − 𝜖𝑷1)2 = 0. Like the

geometrical optics section, we introduce the Hamilton-Jacobi equation: 

𝐻(𝑥𝜇, 𝑃𝜇) ∶=
1

2
(𝑷 − 𝜖𝑷1)2. (21) 

Inspecting the effective Hamilton equations, we obtain: 
𝐷2

𝐷𝜆2 𝑥𝜇 = ϵσ(∇𝜇𝑃1ν  −  𝛻𝜈𝑃1
μ )𝑥𝜈̇. (22) 

Which means in modified geometrical optics the trajectories of light rays are null non-geodesics.

5. Conclusion

In this paper, we studied the propagation of circularly polarized high-frequency electromagnetic 

waves in a curved spacetime. We found that in the geometrical optics limit, the trajectories of light 

rays are null geodesics. But, modifying the wave vector up to first order correction, we concluded 

that the modified wave vector is null and the ray trajectories of light are null non-geodesics. 
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 یدهکچ
بررسی پلاسمای  شاملنظر در این پژوهش  . سیستم مورددباشسالهاست که مورد علاقه پژوهشگران می به اطلاعات  پیچیده و دستیابی های بررسی سیستم

فرودی جهت به منظور پرتو  Nd:YAGلیزر  . ازاستش با لیزر ر برهمکند ماده انتخابی جهت تولید پلاسما هوا .باشدمی  هحاصل از برهمکنش لیزر با ماد

بررسی  به  نگاری پلاسمای حاصل از برهمکنش لیزر با هوابینابا بدر ادامه  با اندرکنش لیزر با هوا، پلاسما تشکیل شد. ا استفاده کردیم.کنش با ماده هوبرهم

نسبت شدت جفت  روش ازکه  سبه گرددامح ی الکترونی دمانیازمندیم ابتدا  به روش ساها الکترونی  چگالی ن تعیی جهت لذا .توان پرداختچگالی پلاسما می 

  ساهامعادله  به کمک چگالی الکترونی در ادامه پژوهش  ید.گرد محاسبه  کلوین  ربراب دمای پلاسما خط طیفی

 .گیری شدهانداز

  ادله ساها، معلیزریی سنجطیف، پلاسماچگالی  ودما  ،الاسمپ-یزرهای لبرهمکنش :کلید واژه ها 

 

Statistical Investigation of Electronic Density of Laser-Air Interaction System Using 

Saha Relation in Local Thermodynamic Equilibrium  
Alireza Hemmati Ahooee 1, Ebrahim Hajiali 2 , Nader Amiri Rad 3   and Davod Shahabi 4   

1-4 Department of Photonics, Faculty and Research Institute of Basic Sciences, Imam Hossein Comprehensive University, Tehran, Iran  

1 (alirezaht96@gmail.com), 2 (ehajiali@ihu.ac.ir), 3 (naderamiri@ihu.ac.ir), 4 (shahabi.phy@gmail.com) 

 

Abstract  
 

Investigating complex systems and accessing information has been of interest to researchers for many years. 

The system in question in this study includes the investigation of plasma produced by laser interaction with 

matter. Air is the material of choice for plasma production in interaction with lasers. We used the Nd:YAG laser 

for incident beam to interact with air material. By interaction of the laser with air, plasma was formed. Later, 

the plasma density of the plasma obtained from the interaction of the laser with air can be investigated. 

Therefore, in order to determine the electron density by SAHA method, the electron temperature must be 

calculated, and the plasma temperature was calculated by the spectral line pair intensity ratio of plasma 

temperature equal to 
42.6479 10  Kelvin. The electronic density was 

20 32.5914 10 cm−  measured using Saha 

equation. 

key words:  Laser-plasma interactions, Plasma temperature and density, Laser spectroscopy, Saha equation 
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   قدمهم
متنوعی متناسب با نوع تحقیق برای تشکیل پلاسما از لیزرهای      

 ) آمده 1هایی که در جدول(ویژگیبا توجه به  شود کهاستفاده می

  برای پژوهش انتخاب گردیده است. نوع لیزر ،است 
 LIBS[1]در  ی استفاده شدهاهمشخصات لیزر: 1لجدو

 
 ایجاد  راآن   Nd:YAGلیزر  با برپایی چیدمان پژوهشدر این 

 1لقایی لیزریاز روش فروشکست ا برای ایجاد پلاسما کردیم و

)LIBS( تپ فوق کوتاه  ک،  در این روش یمایگرفته کمکQ 

سطح  یبالا رو یانرژ یبا چگال Nd:YAG زریل کیاز سوئیچ 

موجب لیزر بر روی نمونه،  است. متمرکز کردن  شده یهدف کانون

 نیریکه مواد ز نحوی به .شودیمنمونه سطح  یدما عیسر شیافزا

. دو شیو منجر به انفجار سطح م دهیرس یار بحراندما و فشسطح به 

و  زهیاتم ر،یتبخ زر،یتپ ل از انرژی جذب اثر در شده مواد کنده

که در این  .شودیم لیپلاسما تشک ب یترت نیشده و به ا زهیونی

و پلاسمای  شدهمتمرکز  هوابر روی   Nd:YAG لیزر پژوهش

نگار، بیناب با بیناب .ددیگرتشکیل  هواا لیزر ب برهمکنشحاصل از 

را ثبت کردیم و با  لیزر با هوا ی حاصل از برهمکنشپلاسما

شدت جفت خط طیفی  روش هاستفاده از نتایج بیناب گرفته شده، ب

 
1 Laser Induced Breakdown Spectroscopy 

چگالی  به کمک رابطه ساهاو  تعیین گردیددمای الکترونی 

 .شده است  محاسبهالکترونی 

   معادلات حاکم /ها / محاسبات روش
 :وضعیمیکی معادل ترمودینات)فال(

باشد که برای هیچ از سیستم می لتیحا ،مستتعادل ترمودینامیکی سی

تعادل غییر حاصل نشود.تم، با گذشت زمان تسیک از خواص سی

ترمودینامیکی کامل با برقراری تعادل در چهار فرآیند تعادل 

در  شود.شی حاصل میبجنبشی، برانگیختگی، یونیزاسیون و تا

 زیعن و یون از تابع تو وتوزیع سرعت الکتر چنین پلاسمایی

        های برانگیخته از نوعو توزیع حالت  2نبولتزم-ماکسول

-می پیروی  3ها از تابع توزیع انرژی پلانکبولتزمن و فوتون-ساها

 .[2]دکنن

کنند توزیع ها در فرآیند تابش، از پلاسما فرار میهنگامی که فوتون

اگریز بر روی کند و نانرژی آنها دیگر از توزیع پلانک پیروی نمی

گذارد. به هر حال اگر ها و اتم ها اثر میها، یونالکترونتعادل 

های درگیر در تر از انرژیش پلاسما کمبات فی به وسیلهاتلا انرژی

های دیگر باشد شرایط تعادل ترمودینامیک ها و تبادل انرژیفرآیند

-باشد، در حالی که سه فرآیند تعادلامکان پذیر نمی) TE( 4کامل

جنبشی، برانگیختگی و یونیزاسیون دارای تعادل ترمودینامیکی 

بولتزمن برای توصیف -و ساها ولسموضعی هستند و توزیع ماک 

شود با جدیدی تعریف میباشد و تعادل تم هنوز معتبر میسسی

این تعادل به این دلیل ) LTE( 5ادل ترمودینامیک موضعیعنوان تع

باشد که تنها در ناحیه کوچکی از حجم پلاسما برقرار موضعی می

د ای به ناحیه دیگر در پلاسما دما متفاوت خواهاست و از ناحیه

 م بود. با توجه به تعداد برخوردهای زیاد در پلاسما، دما در تما

ناحیه پلاسمایی با یک تقریب خوب یکسان خواهد بود و دمای 

خواهد  شده میانگینی از دما در تمام ناحیه پلاسمایی محاسبه

 .[2]بود

 
2 Maxwell–Boltzmann distribution 
3 Planck Energy distribution    
4 Thermodynamic Equilibrium (TE) 
5 Local Thermodynamic Equilibrium (LTE) 
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گیری پارامترهای پلاسما فقط در صورتی ممکن است که اندازه

 . در این شرایطترمودینامیکی محلی باشدپلاسما در شرایط تعادل 

های آن از شود که پلاسما به حالت تعادل رسیده و پارامترفرض می

 .[2]گیری است قبیل دما و چگالی الکترونی آن ثابت و قابل اندازه

 گیری چگالی با استفاده از رابطه ساها:) اندازه(ب

اگر پلاسما در شرایط تعادل ترمودینامیکی موضعی درنظر بگیریم 

های توان با استفاده از نسبت شدت حالت چگالی الکترونی را می

یونیزاسیون مختلف مربوط به یک عنصر محاسبه کرد در حالی که 

ل دو حالت یونیزه ساها برحسب نسبت چگالی تعداد ک معادله 

شود. چگالی الکترونی پلاسما را عنصر نوشته میمربوط به یک 

توان با درنظرگرفتن دو خط با درجه یونیزاسیون مختلف و می

ی ساها معروف است به دست که به معادله )1(استفاده از رابطه

 آورد:

3 3
2 2 2

2

1

2 ( )
2( ) ( )

( )

ion
II E

e kT
e I

mI U T
n kT e

I h U T

 −
=   )1( 

ثابت بولتزمن ،  kثابت پلانک،  h کترون،جرم ال در این رابطه 

دمای پلاسما  Tانرژی یونیزاسیون بر حسب الکترون ولت و  

تابع پارش با یونیزاسیون  و  برحسب کلوین است

های عداد فوتونت و درجه یک و دو در دمای پلاسما و

چگالی  باشد و ها میاین حالت از پلاسما در گسیل شده 

 .]2[دآیبه دست می الکترونی پلاسما بر حسب 

 

 بحث  ج و نتای

 
     در محدوده هوابرهمکنش لیزر با بیناب پلاسمای حاصل از . 1شکل 

 نانومتر 405.99-671.77

با هوا پلاسمای لیزری تشکیل گردید.  Nd:YAGاز برهمکش لیزر 

شود و با کمک توسط عدسی نور ساطع شده از پلاسما جمع می

 شود. منتقل میفیبر نوری به بیناب نگار 

در  هوابیناب پلاسما  CCD-Array Toolkitربا کمک نرم افزا

مای حاصل از ) بیناب پلاس1در شکل( گرددتاپ مشاهده میلپ 

) 2برهمکنش لیزر با هوا به نمایش گذاشته شده است. در جدول(

عناصر نیتروژن مشاهده شده از بیناب پلاسمای هوا در محدوده 

نشان داده شده و مشخصات خطوط نانومتر  671.77-405.99

 ) آورده شده است.3) در جدول (1گسیلی مربوط به بیناب شکل(

 [3]1لشکشناسایی شده از بیناب  ننیتروژ: عناصر 2لجدو

 موج استانداردول ط مشاهده شده طول موج عنصر

N I ۴۰۹.۹۸ ۴۰۹.۹۹ 

N II ۴۴۴.67 ۴۴۴.7۰ 

N II ۴6۰.6۲ ۴6۰.71 

N II 616.76 616.77 

N I 6۴۸.۲۵ 6۴۸.17 

N II 661.۰۸ 661.۰۵ 

N I 66۵.63 66۵.6۵ 

 [3]1شکل: مشخصات خطوط گسیلی بیناب 3لجدو

g   
 I عنصر

موج طول

 استاندارد

4 13.702 0.348 N I 741 409.99 

5 23.196 11.2 N II 380 444.70 

3 21.152 3.15 N II 250 460.71 

7 25.151 2.65 N II 226 616.77 

4 13.662 0.343 N I 1863 648.17 

3 20.409 2.58 N II 520 648.20 

7 23.474 6.01 N II 458 661.05 

2 13.614 0.217 N I 485 665.65 

 

) مطابق 3(های جدولبا توجه به داده: )4ول(جددر  )1(شماره

و  N I)409.99با دو خط ( نسبت شدت جفت خط طیفی معادله

)444.70(N II [5]و[4]شده است محاسبه  ی پلاسمادما: 

2 2 2 2 1

1 1 1

exp( )
I g A E E

I g A KT

−
= −
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4

4

741 4 0.348 13.702 23.196
exp( )

380 5 11.2 0.86 10

2.5172 10

T

T K

−

 −
= −
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→ =   
 های دو خط نیز به همین صورت محاسبه ی نسبت و برای بقیه

 .) آورده شده است 4ر جدول (دشود که نتایج آماری آن می

 نتایج محاسبه دما با نسبت دو خط متفاوت : 4جدول 

 

 )2ط (عنصرخ

 )nm-(طول موج

) 1عنصرخط (

 )nm-(طول موج
 شماره

 
N II )444.70 ( N I )409.99( 1 

 
N II )460.71 ( N I )409.99( 2 

 
N I )648.17( N II )616.77 ( 3 

 
N II )661.05 ( N I )648.17( 4 

 
N I )665.65( N II )648.20 ( 5 

 
N I )665.65( N II )661.05 ( 6 

 نیز محاسبه شده است: در ادامه چگالی الکترونی را با روش ساها

3 3
2 2 2

2

1

3
21 42

2

2 ( )
2( ) ( )

( )

2
2( ) 6.05 10 , 0.86 10

ion
II E

e kT
e I

e

mI U T
n kT e

I h U T

m
k eV

h





−

−

=

=  = 

  

متناسب با دو ) به توابع پارش و انرژی یونش 1رابطه(با توجه به 

ای کسب کرده بخانهکتاهای خط نیازمندیم، این پارامترها را از داده

 آوری شده است. ) گرد5و در جدول(
 [3] نیاز رابطه ساهاهای مورد: داده5لجدو

انرژی یونش 

(eV) 

تابع پارش عنصر 

 شدهدوبار یونیزه

تابع پارش عنصر 

 شدهر یونیزهیکبا
 شماره

14.5341 11.63 11.38 1 

14.5341 12.19 15.74 2 

14.5341 12.11 15.02 3 

14.5341 11.41 10.07 4 

14.5341 12.07 14.69 5 

14.5341 11.57 11.01 6 

و  N I)409.99برای دو خط (: )5ر جدول(د )1(مارهش 

)444.70(N II  و  تابع پارش مربوطه برابر

و انرژی یونش آن برابر   باشدیم 

باشد و بدین ترتیب چگالی الکترونی برای می 

 ست:محاسبه شده ااین دو خط 

14.53413
21 2.1642

19 3

380 11.63
(6.05 10 )(2.164)

741 11.38

4.6619 10

e

e

n e

n cm

−

−

= 

→ = 

  

شود که اسبه میی خطوط نیز به همین صورت محو برای بقیه

 .) آورده شده است 6نتایج آماری آن در جدول (

 له ساها عادی با م لبه چگا: نتایج محاس6ول جد

 

 عنصر

 دوبار یونیزه

 )nm-(طول موج

 عنصر

 یکبار یونیزه

 )nm-(طول موج

 شماره

 
N II )444.70 ( N I )409.99( 1 

 
N II )460.71 ( N I )409.99( 2 

 
N II )616.77 ( N I )648.17( 3 

 
N II )661.05 ( N I )648.17( 4 

 
N II )648.20 ( N I )665.65( 5 

 
N II )661.05 ( N I )665.65( 6 

 

 گیرینتیجه
و چگالی الکترونی برای پلاسمای  در این پژوهش مقادیر دما

برای تعیین . شده است محاسبه هواحاصل از برهمکنش لیزر با 

فی بهره گرفته شد. با شدت جفت خط طی، از روش ی الکترونیدما

 مقدار  ،)4جدول( ازدما  باتگیری از نتایج محاسمیانگین

و برای  دمای الکترونی تعیین گردیدبرای  کلوین 

با ی ساها کمک گرفته شد و از معادلهچگالی الکترونی، محاسبه 

)  6گیری از نتایج محاسبات چگالی الکترونی از جدول(میانگین

 .به دست آمدبرای چگالی الکترونی   مقدار 
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 چكیده
با يك و دو  GHZ حالت خاص تنيدگیدرهم سپس يابيم.هستند را میابدار شت آن جزء mکه کيوبيتی -n يافتۀتعميم GHZ اتريس چگالی حالتابتدا م قيتحق نيدر ا

داری است که تنيدگی از ديد ناظر نالخت کمتر از مقدرهم از اين رو. استپارامتر شتاب  تابع کاهشی ازتنيدگی درهم شودمی مشاهده. شودمیبررسی جزء شتابدار 

 دار، نسبت به حالت يك جزء شتابدار، بيشتر است.تنيدگی سامانه درحالت دو جزء شتابکاهش درهم علاوههبکند. يك ناظر لخت ثبت می

  يافتهتعميم GHZ، حالت ، اثر آنرونالختتنيدگی، چارچوب درهم واژه های کلیدی:

 

Entanglement of a generalized GHZ state in non-inertial frames 
Hamzeh Ofi,  Reza1; Afshar, Davood1,2; Ashrafpour, Mehrzad1,2 

 
 1 Department of Physics, Faculty of science, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz 
 2Center for Research on Laser and Plasma, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz 

 

Abstract 
 

In this research, we first obtain the density matrix of a generalized n-qubit GHZ state where m components of it 
are accelerated. Then the entanglement of a special case, GHZ state, with one and two accelerated components  
is investigated. The entanglement is observed to be a decreasing function of the acceleration parameter. Hence, 
the entanglement recorded by a non-inertial observer is less in comparison to the one recorded by an inertial 
observer. Moreover, the reduction of the entanglement of the system with two accelerated components is more 
than the system with one accelerated component. 
Keywords: entanglement, non-inertial frame, Unruh effect, generalized GHZ state 
 
PACS No, 3 
 

 مقدمه .1
اثر مهم در  يك ،آنرو يا به اختصار اثر آنرو-سديوي-تابش فولينگ

کند . اين اثر بيان می[1-3] باشدمیهای نالخت مطالعۀ چارچوب

کند که ناظر لخت قادر به که يك ناظر نالخت تابشی مشاهده می

 آنرو باشد.مشاهدۀ آن نيست. از اين رو اين اثر وابسته به ناظر می

-ناظر در فضا ريبه مس خلأنشان داد که مفهوم ی صورت نظربه

که از نظر ناظر لخت تهی از  ،خلأای که گونهبهدارد.  یزمان بستگ

هر چيزی است، از نظر ناظر نالخت دارای ذرات زيادی در تعادل 

و « خلأ»های کوانتومی، مفاهيم در نظريۀ ميدانباشد. گرمايی می

های توان مملو از ميدانمیمعادل نيستند. فضا را « فضای خالی»

ترين انرژی ممکن ميدان را پايين خلأکوانتومی دانست که حالت 

بر  ،هاميلتونیتوسط  کوانتيده دانيهر م یانرژ هایحالت دارد.
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 تي. بر اساس نسبشوندیم فيزمان تعر-فضااساس مختصات 

-می گريکدينسبت به  يکنواخت خاص، دو ناظر در حال حرکت

اگر آن  اما .استفاده کنند يکسانیزمان -فضا چوبچاراز توانند 

وجود  یمشترک چارچوب، ممکن است دباشن شتابدار هاناظر

ی را متفاوت یکوانتوم یهاحالت هارو، ناظر نينداشته باشد. از ا

ناظر  كي .داشتخواهند  خلأ های مختلفی ازمشاهده و برداشت

 تابشوجود  .را درک خواهد کرد یظاهر داديافق رو كي، شتابدار

مرتبط کرد و آن را در  یظاهر داديافق رو نيا هتوان ب یرا م آنرو

  .[4] قرار داد نگيمشابه تابش هاوک یچارچوب مفهوم

در حوزۀ اطلاعات کوانتومی نسبيتی، اثر آنرو هميشه موضوع مورد 

پرسش اصلی اين است که . [5-10] گران بوده استعلاقۀ پژوهش

از ديد يك  ،تنيدگی آنو خصوصاً درهممی رفتار يك سامانۀ کوانتو

در اين پژوهش نيز هدف اصلی ناظر نالخت چگونه خواهد بود؟ 

شی از اين پرسش است. بدين منظور يك حالت  جواب دادن به بخ

GHZ کنيم تعدادی از و فرض می گرفتهيافته را در نظر تعميم

در  .هستندشتاب ثابت  دارای اجزاء آن که از نوع بوزونی هستند

های استفاده شده در اين پژوهش را معرفی سنجه 2ادامه در بخش 

يافته در تعميم GHZ تنيدگی حالتدرهم 3کنيم. در بخش می

-و سپس به تحليل نتايج می محاسبه کردهچارچوب نالخت را 

 پرازيم.

 پایمنفیت و سهتنیدگی های درهمسنجه .2

حاسبۀ آن ساده که ماست  یکوانتوم تنيدگیدرهم سنجۀ كي يتمنف

 استPPT ترانهاد جزئی  اريمع سنجه برگرفته شده از ني. اباشدمی

 .[12]شود صورت زير تعريف میبه A سامانهمنفيت زير [11].
(1) 1( ) ( 1)

2
TA AN    

نسبت به  Aعملگر ترانهاد جزئی حالت  ATکه در آن 

)†است و  A سامانهزير )A A AT T TTr   باشد.می 

222برای هر حالتاز سوی ديگر   و خالص
ABC

 ،

زير  مونوگامی منفيت محاسبه شده بين اجزای مختلف در رابطه

 :[13] کندصدق می

(2) 2 2 ( ) 2( ) ( ) ( )AB AC A BCN N N  

های سمت چپ نابرابری، مربوط به يتدر اين رابطه، منف

 باشند. می ACو  ABهای آميختۀ زيرسامانه

تنيدگی درهم ماندۀ عنوانتواند به( می2) تفاوت بين دو طرف رابطۀ

 تفسير شود:

(3) ( ) 2 2 2( ) ( ) ( )A A BC AB ACN N N    
 :رت روابط زير را نيز خواهيم داشتو به همين صو

(4) ( ) 2 2 2( ) ( ) ( )B B AC BA BCN N N    
(5) ( ) 2 2 2( ) ( ) ( )C C AB CA CBN N N    
Aصورت کلی رابطۀ به B C     برقرار است. اين رابطه

تنيدگی مرتبط با نشان دهنده اين است که مانده درهم

 ها تغييرپذير است. های مختلف تحت جابجايی کيوبيتزيرسامانه

 

 صورت زير تعريف کرد:توان بهمی را ABC تنيدگیميانگين درهم

(6) 1 ( )
3

ABC A B C      

 باشد. ها ناوردا میتحت جابجايی کيوبيتای چنين سنجهکه 

 یافته در چارچوب نالختتعمیم GHZ حالت .3

 :زير در نظر گرفته شده است تنيدۀدرهم حالت در اين پژوهش

(7) 
1 2GHZ 00...0 11...1   

2که در آن  2

1 2 1   خاص چنانچه  ت. در حالاست

1 2 1 2    باشد، حالتGHZ آيددست میيافته بهتعميم 

 کيوبيت آخر mبر اين است که  اين پژوهش فرضِ .[14]

(m n)، مطابق ثابت قرار دارند.  در چارچوب نالخت با شتاب

و  خلأهای حالتبا شتاب ثابت د يك ناظر نالخت از ديها پژوهش

 :[15] شکل زير هستندبرانگيخته به نخستين حالت

 
(8) 

1

0

2

0

0 cosh ( ) tanh ( ) ,

1 cosh ( ) tanh ( ) 1 1

n

U I II
n

n

U I II
n

r r n n

r r n n n













  





 

1ها که در آن
2 / 2tanh( ) ( 1)c ar e    .استت a ،c و   بته

 .دهنتدا نشان متیديراک ر ۀترتيب شتاب، سرعت نور و بسامد ذر

,0]برای  )a  0]پارامتر شتاب  ۀمحدود, 4)r  .همچنين  است

هتای و زيرنويس باشدهای آنرو میحالت ۀنشان دهند Uزيرنويس 

I  وII اين دو  .هستندريندلر های اول و دوم ترتيب نشانگر ناحيهبه
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توانتد در يکتی از ه کاملاً مستقل هستند و ناظر نالخت تنها میناحي

اين است که ناظر نالخت  (8) معنی روابط ها حضور داشته باشد.آن

نهتی صورت برهمحالت برانگيخته را به و نخستين خلأهای حالت

نتاظر نالختت  ،بيند. علاوه بتر آنناحيۀ ريندلر می دو مد در دواز 

در چارچوب لخت را به شکل يك تابش بتوزونی  0 خلأحالت 

 معروف اين تابش همان تابش ند.کمشاهده می nهای با ويژه کت

ر خلاطور که به باشدآنرو می-ديويس-فولينگ صه از آن به عنوان اث

 .کنندآنرو نيز ياد می

( بتا 7حالتت ) کيوبيت آخترِ m( به جای 2با جايگذاری روابط ) 

پارامترهای شتاب 
1 2 mr ,r ,..., r  :داريم 

 

(9) 

i

1 m

i

1 m

nm
' q I IIi

1 i i

n ,...,n 0 i 1 i

nm
q I IIi

2 i i i2
n ,...,n 0 i 1 i

tanh (r )
GHZ 0 n n

cosh(r )

tanh (r )
n 1 1 n 1 n

cosh (r )




 




 

 

  

 

 

 

qکه در آن  n m   .با فرض اينکه ناظر نالخت در ناحيۀ استI 

ريندلر قرار دارد، پس از رَدگيری جزئی نسبت به ناحيۀ غيرقابل 

 آيد:دست میشکل زير بهعملگر چگالی به، IIدسترس 

 

 

(10) 

i

1 m

i

1 m

i

1 m

i

2nm
2 q qi

1 i i2
n ,...,n 0 i 1 i

2nm
q q* i

1 2 i i i3
n ,...,n 0 i 1 i

2nm
q q* i

2 1 i i i3
n ,...,n 0 i 1 i

2n
2 i

2 4
i 1 i

tanh (r )
0 n 0 n

cosh (r )

tanh (r )
n 1 0 n 1 n 1

cosh (r )

tanh (r )
n 1 1 n 1 0 n

cosh (r )

tanh (r )

cosh (r )


 

 


 

 


 

 



   

    

    



 

 

 

1 m

m
q q

i i i

n ,...,n 0

(n 1) 1 n 1 1 n 1


 



   

 

نظر شده است. برای يك صرف Iدر رابطۀ بالا از قرار دادن انديس 

(، هنگامی که دو جزء آن GHZتنيده )جزئی درهمسامانۀ سه

mشتابدار باشند ) 2( رابطۀ ،)شود: شته میصورت زير نو( به10 

 

 

 

(11) 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2n 2n
2 1 2

1 1 2 1 22 2
n ,n 1 2

2n 2n
* 1 2

1 2 1 23 3
n ,n 1 2

1 2 1 2

2n 2n
* 1 2

2 1 3 3
n ,n 1 2

tanh (r ) tanh (r )
0n n 0n n

cosh (r ) cosh (r )

tanh (r ) tanh (r )
(n 1)(n 1)

cosh (r ) cosh (r )

0n n 1(n 1)(n 1)

tanh (r ) tanh (r )
(n

cosh (r ) cosh (r )







   

   

  

 







1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

2n 2n
2 1 2

2 1 24 4
n ,n 1 2

1 2 1 2

1)(n 1)

1(n 1)(n 1) 0n n

tanh (r ) tanh (r )
(n 1)(n 1)

cosh (r ) cosh (r )

1(n 1)(n 1) 1(n 1)(n 1)



 

  

  

   



 

عملگرهای ترانهاد جزئی نسبت به جزء اول، با تبديلات زير روی 

 آيند:دست می( به11رابطۀ )

(12) 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0n n 1(n 1)(n 1) 1n n 0(n 1)(n 1)

1(n 1)(n 1) 0n n 0(n 1)(n 1) 1n n

    

    
 

عملگر ترانهاد جزئی نسبت به جزء دوم نيز با تبديلات زير روی 

 آيد:دست می( به11ماتريس چالی )

(13) 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0n n 1(n 1)(n 1) 0(n 1)n 1n (n 1)

1(n 1)(n 1) 0n n 1n (n 1) 0(n 1)n

    

    
 

دست آوردن عملگر ترانهاد جزئی نسبت به و در نهايت برای به

 کنيم:جزء سوم تبديلات زير را اعمال می
(14) 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0n n 1(n 1)(n 1) 0n (n 1) 1(n 1)n

1(n 1)(n 1) 0n n 1(n 1)n 0n (n 1)

    

    
 

تنيدگی ، درهمGHZتوان نشان داد در حالت سادگی میهمچنين به

به5( تا )3رو روابط )بين هر دو جزء دلخواه صفر است. از اين   )-

 شوند:شکل زير تبديل می

(15) ( ) 2( )A A BCN  
(16) ( ) 2( )B B ACN  
(17) ( ) 2( )C C ABN  

نهايت بی های ترانهاد جزئیاز آنجا که ابعاد ماتريساز سوی ديگر 

در نظر مؤثر را  عناصرطور تقريبی تنها بهاست، مناسب است 

عناصر  ،nبا افزايش  که دهدبررسی عددی ما نشان میبگيريم. 

مقادير وابسته به آن به سرعت به سمت صفر ميل ويژهو ماتريسی 

 5تا  0را از  nمقادير  ،تنيدگی سامانهکنند. لذا در محاسبۀ درهممی

-نشان می 2rتنگل را برحسب نمودار پای 1شکل درنظر گرفتيم. 

1دهد. در رسم نمودار فرض کرديم  0r  ء رو تنها جزاست. از اين

چارچوب ديگر در  ار است و دو جزءدشتاب GHZسوم حالت 

2در ابتدا در  لخت قرار دارند. 0r  تنيدگی بيشينه است درهم

پای به کمينۀ سه کند.یسپس با افزايش پارامتر شتاب کاهش پيدا م

2ازای  4r   يك ناظر نالخت  است. از اين رو 0.68مقدار

کند. دليل آن تنيدگی را کمتر از يك ناظر لخت مشاهده میدرهم

اين است که ناظر نالخت در حمام حرارتی ناشی از تابش آنرو قرار 

 [5]منبع  2با نمودار شکل  ،حدودۀ رسم شدهدر م اين نمودار دارد.

,0]شود محدودۀ پارامتر شتاب مطابقت دارد. يادآوری می 4)r  

 است. 
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تنگل را برحسب پارامترهای شتاب نمودار پای 2شکل 
1r  و

2r 

-پارامترهای شتاب درهم دهد. مطابق شکل با افزايشنشان می

تنيدگی در اين حالت درهمکند. کاهش تنيدگی کاهش پيدا می

نسبت به حالت اول که فرض کرديم تنها جزء سوم شتابدار است، 

پای به ازای کمينۀ سه همچنين باشد.بيشتر می
1 4r   و

2 4r   موضوع جالب اين است که در هر  است. 0.25مقدار

نهايت نيز های بیتنيدگی سامانه حتی در شتابحالت درهم دو

 GHZشود. از اين رو چنانچه يك يا دو جزء از حالت صفر نمی

نهايت ميل کند، شوند و شتاب آنها به بیگرفتار چاله يك سياه در

 ماند.تنيدگی باقی میهمچنان مقداری درهم

 

 
برحسب پارامتر شتاب با فرض اينکه تنها  GHZپای حالت : نمودار سه1شکل 

1جزء سوم شتابدار است ) 0r .) 

 

 

 
 .2rو  1rشتاب  هایبرحسب پارامتر GHZپای حالت : نمودار سه2شکل 

 

 گیرینتیجه .4

يافته در چارچوب نالخت تعميم GHZ ك حالتدر اين پژوهش ي

تنيدگی سامانه در حالت مورد بررسی قرار گرفت. سپس درهم

مورد مطالعه قرار گرفت. مطالعۀ  ،است GHZکه يك حالت  ،حدی

تنيدگی به دليل حمام دهد از ديد يك ناظر نالخت درهمما نشان می

ناظر در  ه دوکند. چنانچحرارتی ناشی از تابش آنرو کاهش پيدا می

کاهش پيدا از حالتی تنيدگی بيشتر چارچوب نالخت باشند درهم

همچنين در دو حالت يك . دار استکه فقط يك ناظر شتاب کندمی

-گرفتار سياه های نالختاگر ناظردار، حتی جزء يا دو جزء شتاب

-مقداری درهمهم  ميل کندنهايت بی ها بهآن شتاب چاله شوند و

-تنيدگی هيچگاه صفر نمیماند و درهمانه باقی میتنيدگی در سام

 شود.
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 چکیده
شده است. با توجه به ناکافی در این مقاله مطالعه فضا از مواد معمولی ی الکترولیت بین دو نیمنیروی کازیمیر واحد سطح یک لایه، با استفاده از رهیافت پراکندگی

ویت فشار استر در فواصل جدایی کوچک،  افزایش غلظت منجر به تقفضاهای پلیبرای نیم بودن شرایط مرزی ماکسول، شرایط مرزی اضافه نیز به کار برده شده است

در فواصل جدایی  الکترولیت دارد.فضاهای نقره، نیروی کازیمیر واحد سطح، مقدار یکسانی برای دو غلظت شود. نشان داده شده است که برای نیمکازیمیر می
ریب هاماکر با مقدار یکسانی برای دو فضای نقره ضبرای دو غلظت متفاوت، دو مقدار متفاوت دارد، اما برای نیم استر ضریب هاماکرفضای پلیکوچک برای نیم

 .شودغلظت آغاز می
 

 ی غیرموضعی، رهیافت پراکندگی.، لایهبرهمکنش کازیمیر، ضریب هاماکر کلید واژه ها :

 

Using scattering matrix in calculating Hamaker coefficient for the electrolyte slab 

region beyond bulk approximation 
 

Moradian,  Ali1; Seyedzahedi, Asrin1  

 
1 Department of Physics, Campus of Bijar, University of Kurdistan, Bijar 

 

Abstract 
 

Applying the scattering approach, the Casimir interaction per unit area across a nonlocal slab of an electrolyte 

between two semispaces of ordinary materials has been investigated. Since the Maxwell’s boundary conditions, 

are not sufficient, additional boundary conditions are used as well. For polystyrene semispaces at small 

separations, increasing the concentration results in intensifying the Casimir pressure. It is illustrated that for 

silver substrates the Casimir pressure has the same amount for two electrolyte concentrations. At small 

separations for polystyrene semispaces, the Hamaker coefficient has two different magnitudes corresponding to 

two concentrations, but for silver substrates the Hamaker coefficient starts from the same value for both 

concentrations 

  

key words: Casimir interaction; Hamaker coefficient; Nonlocal slab; Scattering approach. 

 

 مقدمه

ز افت و خیزهای میدان های الکترومغناطیسی نیروی ناشی ا     

 1948در سال تخت رسانای ایده آل خنثی  یبین دو صفحه خلأ

های محاسبه انرژی و نیروی یکی از روش .]1[پیشگویی شد

 یدو سطح است که توسط یک لایه نکازیمیر روش پراکندگی بی

پراکندگی اثر کازیمیر از  در روش .]2[اندنازک از هم جدا شده
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های الکترومغناطیسی بین های میدانپراکندگی مکرر افت و خیز

با در نظر گرفتن دو  .]3[آیدسطوح برهم کنش کننده بدست می

اند فضای همگن که توسط یک لایه نازک هوا از هم جدا شدهنیم

اگر بین دو نیم . ]4[شیتز استاندارد بدست آمده است لیفنتایج 

توان با های حل نشده باشد میجای هوا محلولی شامل یونفضا ب

شیتز را  استفاده از روش پراکندگی نیروی افت و خیزی لیف

آزاد داخل حلال یونهای بدست آورد. در واقع انتظار داریم که 

شوند. و این یعنی یک لایه  باعث پوشش بارهای افت و خیزی می

کند و باید در یجاد میالکترولیت بین صفحات اثرات غیر موضعی ا

حالتی . ]5[محاسبه نیروی لیف شیتز مدهای طولی را نیز لحاظ کرد

که دونیم فضا محیطی غیر موضعی باشد در حالیکه لایه میانی 

موضعی باشد نیز بررسی شده است در این حالت دو ای ماده

اند. صفحه فلزی توسط یک لایه از دی الکتریک از هم جدا شده

رونهای آزاد در فلزات هستند که باعث اصلاح نیروی در واقع الکت

دهد که نتایج تحقیقات نشان می .]6[شوندکازیمیر بین صفحات می

در حالتی که بین دو نیم فضا محلول الکترولیت باشد تنها سهم 

فرکانس صفر ماتسوبارا باعث ایجاد اثرات پوششی یونهای آزاد در 

موضعی ناشی اثرات غیر رشود و در فرکانس غیر صفمحاسبات می

چون فرکانس پلاسمایی  .]7[یتی در محاسبات نداردماز یونها اه

T )که  است TkBحضور یونها همیشه خیلی کوچکترناشی از 

نیروی کازیمیر  یموضعی در محاسبهتصحیحات غیر .]8[دما است(

دهد با کاهش فاصله بین صفحات بین صفحات فلزی نشان می

با استفاده از یک مدل  .]9[یابدیروی کازیمیر افزایش مین

هیدرودینامیکی نشان داده شده است که با افزایش فاصله بین 

موضعی کاهش حات غیرصفحات نیروی کازیمر ناشی از تصحی

 .]10[یابدمی

موضعی ناشی از یک لایه از محلول الکترولیت بین تصحیحات غیر 

و در دمای در دمای صفر ستر پلی ادو نیم فضای دی الکتریک 

ی محاسبه ضریب هاماکر بین دو در تقریب حجمی براصفر غیر

این تقریب به این علت بکار برده  .]8[فضا بکار برده شده استنیم

زیر برای  الکترولیت از رابطه یشده است که در ناحیه محدود بره

 ها استفاده شده استفوریه میدان یلفهمؤ

(1   )                                                        .,,,  kEkkD


 

دهد که در دمای غیر صفر برای دو غلظت محاسبات نشان می 

mM9.0  وmM90  برای نمک تک ظرفیتی با تقریب خوبی نتایج

 دهد. دربدون در نظر گرفتن اثرات غیرموضعی را پوشش می

حالیکه در دمای صفر نتایج متفاوت است و در فاصل کوتاه بین 

ها باعث کاهش صفحات اثرات غیرموضعی ناشی از حضور یون

 شود.ضریب هاماکر می

مقاله ما قصد داریم یک لایه غیرموضعی الکترولیت که بین  در این

استر هست را فراتر از فضای دی الکتریک از جنس پلیدو نیم

حاکم بر میدان  یکار معادلهبرای این .سی کنیمتقریب حجم برر

باشد را به الکتریکی که یک معادله دیفرانسیل مرتبه چهار می

 یمیدان را در دو قطبش مجزاکنیم. حل می ]11[ مرجع تبعیت از

TM  و TE کنیم. برای قطبش بررسی میTM  میدان فرودی از

ی یونهای آزاد الکتریک به ناحیه بره الکترولیت که حاومحیط دی

باشد به چهار میدان عرضی شامل دو میدان فرودی و دومیدان می

دو میدان طولی شامل یک میدان فرودی و یک میدان  نیزو  ازتابیب

در ناحیه الکترولیت  TEقطبش ولی برای گیریم. بارتابی در نظر می

شامل یک میدان فرودی و یک میدان بازتابی فقط دو میدان عرضی 

های های عرضی میدانلفهوی مرز با استفاده از پیوستگی مؤر. داریم

ها که الکتریکی و مغناطیسی و بعلاوه شرایط قیدی حاکم بر میدان

ها را بدون شرایط باشد ضرایب میدانمنتج از معادلات ماکسول می

ماتریس  ضرایب بازتاب مورد نیاز دراضافی برای بدست آوردن 

  آوریم.بدست می پراکندگی 

 

 
 

و  Iالکتریک )نواحیفضا از مواد دیای متشکل از دو نیمپیکربندی:  1شکل

IIIناحیه فضاای از الکترولیت در بین این دو نیم( و بره(یII) 
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 مدل
ی الکترولیت در برهمکنش برای بررسی اثر حضور لایه     

بریم. در این روش یمیر از رهیافت ماتریس پراکندگی بهره میکاز

Leنیز ماتریس انتشار و Rی مارتیس بازتاب به محاسبه   نیاز

 شوندکه بصورت زیر تعریف می  داریم

 (2  )                  
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      

که معرف ضرایب  بازتاب در این روابط عناصر غیرصفر ماتریس   

های الکترومغناطیسی در با استفاده از میدان بازتاب روی مرز هستند

 شوند. عناصر غیرقطر ماتریس انتشاردو محیط در ادامه تعریف می

1w  2وw ی نرمال بردار موج عرضی ومعرف مؤلفهw  همین

 ی الکترولیت هستند.مؤلفه برای بردار موج طولی در لایه

Lzالکتریک که از مرز محیط دی در TMقطبش میدان دارای   

به سمت راست گسترش یافته است و از محیط دی الکتریک به 

 شود عبارت است ازی الکترولیت وارد میلایه

                        00,1
ˆ,,, kyeAevurE Lzivyuxi

p


   

                                        .
~

ˆ
0 


  kyeA Lzi

r


       )4(  

  ,,0 vuk


و   ,,
~

0 vuk 


بردارهای موج فرودی و  

در این های فرودی و بازتابی میدان دامنه rAو  0Aبازتابی و 

در محیط  .است TM معرف قطبش pپایین نویس  محیط هستند و

یابد بلکه در چنین غیرموضعی یک تک بردارموج تخت انتشار نمی

موج عرضی، موج طولی هم انتشار دارد و باید محیطی علاوه بر 

بر این اساس در   .]11[شش موج تخت در این محیط معرفی کرد

با توجه به  را  TMبرای قطبش  ی الکترولیت میدانلایه

 11 ,, wvuk 


 و  22 ,, wvuk 


بردارهای موج فرودی  

عرضی و  13 ,, wvuk 


 و  24 ,, wvuk 


بردارهای  

فرودی بردار موج طولی  ها و نیزموج بازتابی عرضی متناظر با آن

 wvuk  ,,


 بازتابی و  wvuk  ,,
~


چنین تعریف  

 کنیممی

                   vyuxi

p evurE ,,,,2 

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2211

ˆˆ 21 kyeAkyeA
LziwLziw




 
   

4433
ˆˆ 21 kyeAkyeA

LziwLziw



 

              .
~

21 


  keAkeA LzwiLzwi


    )6( 

های الکتریکی توان از میدانی کرل ماکسول میعادلهبا استفاده از م

بدست نیز را های مغناطیسی ها، میدانمحیطاین در هر یک از 

 .آورد

الکتریک و لایه بر اساس تعریف ضرایب بازتاب از مرز مشترک دی

131الکترولیت AArpp ، 242 AArpp 12 و AArll
 

ها باید مشخص باشند. های میدانها دامنهد و برای تعیین آنهستن

های های مماسی میداناز اعمال شرایط مرزی پیوستگی روی مؤلفه

رسیم. با در نظر الکتریکی و مغناطیسی در مرز  به دو معادله می

ی نرمال بردار جابجایی الکتریکی در مرز  گرفتن پیوستگی مؤلفه

برای  یز خواهیم داشت که این سه معادلهنی دیگر نیز یک معادله

چهار له به أها کافی نیستند. برای حل این مسی دامنهتعیین همه

نیاز داریم که بصورت مستقیم از معادلات  دیگر نیزمرزی ی معادله

گوییم و ها معادلات قیدی میشوند و به آنماکسول نتیجه می

 کنند. را تکمیل میها های میداندستگاه معادلات حاکم بر دامنه

بر اساس مدل نوسانگر لورنتز کلاسیکی تابع پاسخ دی الکتریک در 

طورتابع پاسخ دی الکتریک طولی یک محیط غیر موضعی و همین

های الکتریکی و چگالی جریان یونی به دو ی میدانکه از تجزیه

و نیز با در نظر گرفتن دو  ]5[ آیدبخش عرضی و طولی بدست می

اول ماکسول و معادلات ساخت در محیط غیرموضعی، ی معادله

بدست  یهای الکتریکیک معادله دیفرانسیل انتگرالی برای میدان

ی دیفرانسیل، معادلات حاکم که با تبدیل آن به معادله ]11[آید می

-ی نرمال بردارهای موج در محیط غیرموضعی بدست میبر مؤلفه

ی ه منجر به تعیین مؤلفهآید. یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم ک

ی چهار که حل و معادله دیفرانسیل مرتبهنرمال بردار موج طولی 
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های نرمال بردارهای موج عرضی را در محیط الکترولیت آن مؤلفه

ی زیر تعیین توان ضریب هاماکر  را به کمک رابطهحال میدهد. می

 ]12[کرد

(6  )                                                   ,12 2 LLLH   

در این جا  L  انرژی آزاد واحد سطح است که بصورت زیر

  شودمحاسبه می
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3مقیاس شده بانیروی کازیمیر واحد سطح ):  2شکل
2 DBD TkF )  بر

-فضای پلیبین دو نیم (D مقیاس شده با)ی الکترولیت حسب ضخامت بره

KTدر دمای mM90و  mM9.0هایاستر برای دو غلظت 300  با

منحنی نقطه( و آبی )خط ممتد( نمایش داده شده است. -های قرمز )نقطهمنحنی

 .دهدفضاهای نقره نمایش میرا برای نیمنقطه( این نیرو -سیاه )خط

 گیرینتیجه 
محاسبه  1شکل نیروی کازیمیر واحد سطح را برای پیکربندی      

اند که رفتار این نیرو بین ایم. محاسبات عددی ما نشان دادهکرده

های مختلف بره به غلظت استر برای ضخامتفضاهای پلینیم

ای برای فضاهای نقرهرو بین نیماما این نی .الکترولیت بستگی دارد

در فواصل  دو غلظت مختلف الکترولیت رفتار یکسانی دارد.

 2شکل یروی کازیمیر حرارتی در نفضا، جدایی کوچک دو نیم

نشان داده شده بررسی شده، مختلف های برای نیم فضاها و غلظت

ضریب هاماکر برای پیکربندی مورد نظر برای دو غلظت  است.

ایم. برای استر را نیز محاسبه کردهفضاهای نقره و پلیممختلف و نی

استر با افزایش غلظت، افزایش معناداری در نیم فضاهای پلی

ی الکترولیت اتفاق های کوچک لایهضریب هاماکر برای ضخامت

افتد. با افزایش ضخامت این لایه پوشش قابل توجهی در این می

های یش غلظت یونافتد. در واقع با افزاضریب اتفاق می

ی الکترولیت طوری رفتار های کوچک لایهالکترولیت، در ضخامت

فضاها رسانا هستند. جالب اینکه برای نیم کند که انگار نیممی

ضریب  ،ی الکترولیتهای کوچک لایهفضاهای نقره و ضخامت

فزایش امقدار مشابهی دارد. با  مختلف هاماکر برای دو غلظت

ضریب هاماکر به کندی کاهش  mM90لظت ضخامت لایه برای غ

این ضریب  mM9.0یابد. این درحالی است که برای غلظت می

فضاهای رسانا با رسد که برای نیمرفتار کاهشی دارد. به نظر می

های های پایین حتی برای ضخامتهای بالا برخلاف غلظتغلظت

دبای هم اثر پوشش محسوس نیست.  این  بزرگتر از طول پوشش

توان اینگونه توصیف کرد که اثرهای غیرموضعی رفتار را می

های گر ناشی از حرکت یونمحلول الکترولیت بر رفتار تضعیف

حرارتی )که در مواردی که غیرموضعی بودن محیط نادیده گرفته 

تایج ( غلبه دارد. به عنوان یکی از ن]8و13[شودشود، ظاهر میمی

ی الکترولیت منجر به تقویت اثر کار ما، افزایش ضخامت لایه

 شود.پوشش در برهمکنش کازیمیر برای محیط رسانا می
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 چكیده
سا بِ صَست یه سیستن دی وَاسن، آًتی دی  آى ٍ پشداختین cqcqدس ایي همالِ، بِ بشسسی تتشاوَاسنوَاسن ّستٌذ.  دی آًتی تتشاوَاسن ّا ضاهل دی وَاسن ٍ

ٍ با الپتش ین. پتاًسیل استفادُ ضذُ، پتاًسیل ّلوي بِ اضافِ خولِ اسپیٌی هی باضذ ٍ تاثیش اسپیي ّن دس ًظش گشفتِ ضذُ است. بِ ووه هؼادلِ بتِ سوَاسن دس ًظش گشفت
 بك بسیاس خَبی داسد ٍ ًضدیه بِ خشم تتشاوَاسنبِ ضذُ است وِ با همالات دیگش تطاّای هختلف هحاس PCJبشای cqcqاستفادُ اص سٍش آًساص، خشم تتشاوَاسن

 هی باضذ. X ٍ(3940)Y(3872)ّای
 

 هؼادلِ بتِ سالپتش، سٍش آًساص، پتاًسیل ّلوي تتشاوَاسن، ا :ولیذ ٍاطُ ّ

 

Determining the mass of the tetraquark cqcq  using the Bethe-Salpeter equation 
 

Ghasempour arany,  Aliasghar; Monemzadeh, Majid; Tazimi, Narges 

 
3,2,1

 Department of Physics, University of kashan 

 

Abstract 
 

Tetraquarks include diquark and antidiquark. In this article, we investigated the tetraquark cqcq  and 

considered it as a diquark, antidiquark system. potential is used, the Hellmann potential is added to the Spin 

term, and the effect of spin is also taken into account. With the help of Bethe-Salpeter equation and using the 

method of the ansatz, the mass of the tetraquark cqcq has been calculated for different cases PCJ , which is in 

good agreement with other articles and is close to the mass of the tetraquark (3872)X  and (3940)Y . 

 

key words  :   Tatraquark, Bethe-Salpeter equation, Ansatz method, Hellman potential  

 

 قدمهم
ْا هطالؼِ ساختاس ٍ ّادسًٍ هیضیفاص هسائل هْن دس  یىی     

 یٍخَد هضًٍْا .ٍ ًاضٌاختِ است ذیخذ یّاحالت یّایظگیٍ

ٍ   LHC دس یگزضتِ بِ صَست تدشب یّاِدّ یوِ ط یاًاضٌاختِ

BeLLe ی ّاضذُ بَدًذ اص خولِ هضٍى یٍ بشسس یآضىاسساصX  ٍ

Y  ٍZ ًَیبٌذ گًَِ سدُ َمیگًَِ ٍ باتوًَ َمیدس دٍ گشٍُ چاسه 

 لیًذاضتٌذ دل یهضًٍ یبا ساختاس هؼوَل یضباّت چیضًَذ ٍ ّیه

-دی وَاسن[. 3] ًاضٌاختِ بَد یّا یبش ٍخَد چٌذ وَاسو یهحىو

ّای غیشهتؼاسف اص اّویت بالایی بشخَسداس ّا بشای دسن هضٍى
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، حالت دس دِّ ّفتادّا ّستٌذ. ّا تتشاوَاسنآى ّستٌذ وِ هْوتشیي

اضٌاختِ ضاهل دٍ وَاسن ٍ دٍ ً یّایاص چْاس وَاسو یذیهم

وطف ضذ وِ بؼذا ًام  یدٍ هضًٍ ستنیس هیپادوَاسن بِ صَست 

چْاس  ذیهم یحالت ّا یول بطَس .[2] ذًذیآى سا تتشاوَاسن ًاه

 :[1] ضٌذبا شیص یّاحالتاص  یىیتَاًٌذ بِ یه یوَاسو

هضٍى  هی ٍ Qهضٍى هیاص  ساختِ ضذُ QQیحالت دٍ هضًٍ (3)

Q هضٍى  هیاص  ساختِ ضذُ یحالت دٍ هضًٍ (2. )دٍس اص ّن

 َىیپ هیٍ  َمیباتوًَ  چْاس  ذیحالت هم (1. )ّن اص ٍسد

 یچْاسوَاسو ذیحالت هم (4. )اص دٍ هضٍى ساختِ ضذُ یوَاسو

 . وَاسن ید یآًت هی وَاسن ٍ ید هیاص  ساختِ ضذُ

ّای ًاضٌاختِ، لاصم است وِ بشای سٍضي ضذى ساختاس ایي حالت 

ّا بش اساع اصَل دیٌاهیىی هَسد بشسسی ّای آىتواهی ٍیظگی

لشاس بگیشد. اها بسیاسی اص فیضیىذاًاى رسات، بشای هطخص ًوَدى 

ّا بِ هدوَع آىتش، وِ ًضدیىی خشم ّا اص سٍش سادُساختاس آى

حالت . [4] وٌٌذّا است استفادُ هیآىضاء تطىیل دٌّذُ خشم اخ

تَاًٌذ بِ صَست هَلىَلی، تتشاوَاسن یا ّای چْاسوَاسوی هی

ّا بسیاس تشویبی اص ّش دٍ باضٌذ بِ ّویي دلیل ساختاس دسًٍی آى

 ّایی با ساختاس هٌظن است.ص هضٍىتش اپیچیذُ

دی وَاسن ٍ یه  ّا سا بِ صَست یهتتشاوَاسن دس ایي همالِ ًیض 

آًتی دی وَاسن دس ًظش گشفتین ٍ پتاًسیل هَسد استفادُ، پتاًسیل 

بِ  باضذ. بشای دس ًظش گشفتي تاثیش اسپیي، خولِ اسپیٌی ساّلوي هی

دس هؼادلِ بتِ سالپتش ایي پتاًسیل سا اًتْای پتاًسیل اضافِ وشدین ٍ 

هاًٌذ  لشاس دادین. بشای حل هؼادلات دیفشاًسیل، سٍش ّای هختلفی

ٍخَد  ٍ تبذیل لاپلاعNU [5 ]سٍش سشی، سٍش آًساص، سٍش 

دّین با استفادُ اص سٍش آًساص، یه تابغ هَج پیطٌْاد هی داسد وِ ها

ّای خشم سیستن، [6]با خایگزاسی آى دس هؼادلِ بتِ سالپتشٍ 

 آٍسین.تتشاوَاسوی سا بذست هی

 

 معادله بته سالپتر
 خشم طبك هشوض سیستن ای دسرسُ دٍ وٌص بشّن ّاهیلتًَی     

 :است صیش صَست بِ سالپتشبتِ  هؼادلِ
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 اسپین جملهبه اضافه  پتانسیل هلمن
[ 7]ّای وَلًَی ٍ یَواٍا، پتاًسیل ّلوي هدوَع پتاًسیل     

اسپیي بِ آى، ضىل ولی آى بِ  خولِضَد. با اضافِ وشدى ضٌاختِ هی

 ضَد:صَست صیش هی
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باضذ. با استفادُ اص بسط هه لَسى هی 

بشای 
2 2re  ٍ re  :داسین 

(6)                                      

2 2 2 2

2 2

1 ...

1 ...
2

r

r

e r

r
e r














  

   
 

 پتاًسیل بالا داسین:با خایگزاسی ایي بسط دس هؼادلِ 

(7               )   
2

2 21
1 0 1

1
( )

2

V
V r V V r k r k V

r


 

 
      

 

 

 بشابش است با: k وِ همذاس

(8 )                                             
3

1 2

1 2

.
A

k S S
m m





 
  

 

  

وِ همذاس    1 2 1 1 2 2

1
. 1 1 ( 1)

2
S S S S S S S S       

 باضذ.هی 
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 سسین:( بِ سابطِ صیش هی4با خایگزاسی پتاًسیل فَق دس سابطِ )

(9              )

 

  

 

2 2
, 1 0
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1 0 1
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2 21
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1 0 1 1
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( 1)

1 2
( )( )

2
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2 ( )
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l l
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m m
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m m
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 
    

 

 
     

 

   
    

   

  
      

  

 
      

 

   

   
2

1 12 2 2

1 0 1
2 2

E

k V m k V
V V V

m

 
 

  
     

 
  

ِ صَست بوِ  وٌینبشای حل هؼادلِ فَق اص سٍش آًساص استفادُ هی

 ( ) ( )exp ( )n nR r P r g r باضذ ٍ هی
2

,

2

( )n ld R r

dr
 بشابش است با: 

(31      )    
2

, 2

2

( ) ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

( )

n l n n n

n

d R r P r P r g r
g r g r

dr P r

   
    

 

 

)تَابغ  )nP rٍ( )g r تؼشیف هی ضًَذ وِ بذیي ضىل( )g r  ِبا تَخ

 ضَد:وَاسن هطخص هیپتاًسیل بشّوىٌص بیي وَاسن ٍ دی بِ

(33                                   )
 

1

3 2
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1 1
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  

  
  

    


 

)تَابغ ا لشاس دادى ب )nP r ٍ ( )g r  با دس ًظش ( ٍ 31سابطِ )دس

0nگشفتي  l  ِسسین:ی صیش هیبِ سابط 

(32    )       

     

2

, 2 4 2 3

2 2
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r r
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     

       

 

ّای ( ٍ بشابش لشاس دادى ضشایب تَاى32( با )9) ی سابطِبا همایسِ

 ىذیگش داسین:با ی rهختلف 

(31                                 )
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بؼٌَاى هثال، با بشابش لشاس دادى ضشایب 
2

1

r
 (:32( ٍ )9دس سابطِ ) 

(34                                            )
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2 1 0( )
( 1)

V V
l l
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 


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 آٍسین:بذست هیسا  همذاس ٍم بالا وِ با حل هؼادلِ دسخِ د
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1 01 1 4 ( 1)
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



 
      

 
                       (35) 

 بشابش است با: gوِ همذاس  

(36                             ) 
2

1 01 1 4 ( 1)g V V l l
m

 
       

 

 

ًشطی بشابش است دس ًْایت با اًدام هحاسبات سیاضی ٍیظُ همذاس ا 

 با:

(37                         )   
2

1 1E m V k m V k          

 بشابش است با: وِ همذاس 

(38                 )
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 یّا اص سابطِوَاسنٍ همذاس خشم تتشا
1 2 1 2 ,q q q q n lM m m E   

 آیذ.بذست هی

ذاس اًشطی تتشاوَاسن ّا اص ضشایب ثابت صیش بشای هحاسبِ ٍیظُ هم

 استفادُ ضذُ است:

(39)                             0 11.92 , 0.86 , 0.02

1.21 , 0.76C

V V

A





  

 
 

1.763cmهمذاس  ،cqcqبشای هحاسبِ خشم تتشاوَاسن  Gev  ٍ

0.302qm Gev وِ  گیشیندس ًظش هی,q u d چٌیي ّو .باضذهی

پتاًسیل ًاضی اص بشّوىٌص بیي دٍ  ًصف، پتاًسیل بیي دٍ وَاسن

1است وَاسنآًتی -وَاسن

2
QQ QQ

V V
 

 
 

خشم با خایگزاسی  .

ّا ٍ همادیش فیت ضذُ وَاسن
0V  ،

1V ، ،ٍ
CA (وِ همذاس

CA 

( ٍیظُ 37دس سابطِ ) (باضذهی cهشبَط بِ ضشیب ثابت وَاسن

ّا هحاسبِ ّا ٍ تتشاوَاسنوَاسنهمذاس اًشطی ٍ دس اداهِ خشم دی

ًطاى  cq، خشم هحاسبِ ضذُ بشای دی وَاسن3دس خذٍل ضَد. هی

است وِ  دادُ ضذُ cq ٍ  cq ِدی وَاسن بِ تشتیب هشبَط ب-

 اسپیي صفش ٍ یه ّستٌذ. ّایی با
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بشای دٍ حالت cqوَاسنخشم دی:  3خذٍل           cq ٍ  cq              

هشبَط بِ اسپیي صفش ٍ یه  Gev 

 حالت خشم هحاسبِ ضذُ [8] خشم [9خشم ]

2.120 1.973 1.972  cq 

2.168 2.036 2.026  cq 

 

هی  X(3872)رسُ ، ّاحالت ضٌاختِ ضذُ بشای تتشاوَاسن اٍلیي

دس  2112دس سال  Belle با ّوىاسیباضذ وِ بشای ًخستیي باس 

B  ٍاپاضی J     (3872)رسُ . [31] وطف ضذX ی داسا

1PCJػذد وَاًتَهی  باضذ. دیگش حالت ضٌاختِ ضذُ بشای هی

ّن با  Y(3940)رسُ ّستٌذ.  Y ٍZّا هشبَط بِتتشاوَاسن

Bدس ٍاپاضی  Belleّوىاسی  Kw J   وطف ضذ وِ داسای

2PCJَهی ػذد وَاًت  [33] باضذهی. 

دس دٍ حالت  cqبا تَخِ بِ خشم هحاسبِ ضذُ بشای دی وَاسن 

تتشاوَاسن هحاسبِ ضذُ بشای  خشم  ،2خذٍل اسپیي صفش ٍ یه، دس 

cqcq بشای اػذاد وَاًتَهی هختلف PCJ دُ ضذُ است ًطاى دا ٍ

ّای تتشاوَاسنسایش همالات ٍ ّای بذست آهذُ سا با همذاس خشم

(3872)X  ٍ(3940)Y وٌین.همایسِ هی 

 
بشای دٍ حالت cqcqخشم تتشاوَاسن:  2خذٍل           cq ٍ  cq              

هشبَط بِ اسپیي صفش ٍ یه  Gev 

 گاُآصهایط
خشم 

[9] 

خشم 

[8] 

خشم 

  ضذُ هحاسبِ
 حالت

PCJ

 

 3.857

 
3.812

 3.876   cq cq 0

 

 
(3.872)X

 

 
3.899

 

 
3.871

 
3.923 

  

  
2

cq cq

cq cq

 
 
 

 

1

 

 
 

3.899

 

 
3.871

 
3.923 

  

  
2

cq cq

cq cq

 
 
 

 

1

 

 
3.729

 
3.852

 3.875   cq cq 0

 

 
3.833

 
3.890

 3.941   cq cq 1

 

(3.940)Y

 

3.988
 

3.968
 

3.965   cq cq 2

 

 نتیجه گیري
دس ایي همالِ بِ حل هؼادلِ بتِ سالپتش بشای پتاًسیل ّلوي      

سیل هشبَط بِ اسپیي رسات پشداختین. بشای بالا بشدى دلت واس، پتاً

ووه اص سٍش آًساص ل ّلوي اضافِ وشدین. دس اداهِ سا ّن بِ پتاًسی

، با تَخِ بِ فشم پتاًسیل با حذع صدى دسست تابغ هَجٍ  گشفتِ

تش ضذ ٍ با اًدام هحاسبات سیاضی، ٍیظُ همذاس بسیاس سادُ هؼادلات

سن اًشطی سا بذست آٍسدین. سیستن تتشاوَاسن بِ صَست دی وَا

ٍ آًتی دی وَاسن دس ًظش گشفتِ ضذ ٍ همذاس اًشطی بذست آهذُ 

 ًطاى دادُ ضذ. 2ّا دس خذٍل بشای تتشاوَاسن

ًتایح ایي همالِ تطابك بسیاس خَبی با ًتایح بذست آهذُ دس همالات  

دّذ. [ داضت وِ دسستی سٍابط ٍ ًتایح ها سا ًطاى هی31ٍ  9]

حالت دٍ  ّوچٌیي بشای       2cq cq cq cq  با ػذد

1PCJ وَاًتَهی  ٍ   cq cq 2 با ػذد وَاًتَهیPCJ  

 X  ٍ(3940)Y(3872)همذاس خشم بذست آهذُ بسیاس ًضدیه بِ دٍ رسُ 

 ّستٌذ.
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 های کلاسیک بر پتانسیل موثر ژئودزیک   مقیاس اَبَر ناقض نمای  لیفشیتز و    یاثرات نما 
 محمدرضا   ، مظفر محمدی   ؛ رضا ،صفاری   ؛ همایون ،  حکیمی 

 ، دانشگاه گیلان گروه فیزیک

 

 چکیده 
 در  نماییم.مطالعه می  مقیاسابرناقض  نمای  لیفشیتز و    یا دارای نمهای غیرنسبیتی  زمینهگونه را در پسهای نورگونه و زمانمسیرهای کلاسیک ژئودزیکدر این مقاله  

از  ها،  هندسه  ایناز    وسیعیی  مجموعه به مرز فضازمانژئودزیک برخی  فیزیکی  نمی  های  پتانسیل موثر شوندمنتهی  به ویژه  مسیر کلاسیک    رفتار کنندهی که تعیین. 
 شود. مرز فضازمان واگرا می ر نزدیکیس، دمقیاابر مشخصی از نماهای لیفشیتز و ناقض  است، به ازای مقادیر 

 

 مقیاس ابرنمای لیفشیتز، نمای ناقض ژئودزیک، واژه های کلیدی:
 

Effects of Lifshitz exponent and hyper-scaling violating exponent 
on effective potential for classical geodesics  

 
Hakimi, Homayon; Saffari, Reza; Mohammadi Mozaffar, M. Reza 

 
Department of Physics, University of Guilan 

 

Abstract 
 

We study the classical paths of null and time-like geodesics in nonrelativistic backgrounds with nontrivial 

Lifshitz and hyper-scaling violating exponents. For a large class of such geometries, there exist physical 

geodesics which do not reach the boundary of the spacetime. In particular, the corresponding effective 

potential, which governs the behavior of classical path, diverges near the boundary for specific values of 

Lifshitz and hyper-scaling violating exponents. 

 

Keywords: geodesic, Lifshitz exponent, hyper-scaling violating exponent 

 

 قدمه م 
های ی نسبیت عام اینشتین و تعمیمی اندرکنش گرانشی از دیرباز مورد توجه فیزیکدانان بوده است. طی قرن اخیر نظریهشناخت و مطالعه 

بسیار خو  درک  آن چارچوب  برای  ویژگیبی  توصیف  های  بهتر  و  اندرکنش  آن  رخدادهای  این  از  آوردهرا  ناشی  از   فراهم  یکی  است. 

بررسی واقع  در  کنند.  ها حرکت میی مسیر ذرات آزمونی است که در مجاورت آنهای بررسی میدان گرانشی ناشی از اجرام، مطالعهراه

رساند. در چارچوب نظریات گرانشی علی فضازمان یاری مید مرز و همچنین ساختار در فهم میزان خمش، وجو  مسیرهای ژئودزیک به ما

نسبیتی مطالعات بسیار زیادی در این زمینه صورت پذیرفته که هر یک در کامل نمودن تصویر فیزیکی ما از جهان پیرامون کمک نموده 

از رهیافت است.   این چارچوب استفاد  ی گرانشبررسی و مطالعه  های مورد توجه براییکی دیگر  از چارچوب هولوگرافی است. در  ه 

ها، موجودات تر بوده و ارتباط مشخصی بین تقارن ی میدان در بعدی پایین ی گرانشی متناظر با یک نظریهفرض بر آن است که هر نظریه 

شده است برای وسیته/همدیس معروف که به هم ارزی پاددگانی پذیرهای دو نظریه وجود دارد. مثال مشخصی از این دوفیزیکی و مشاهده

همچنین  شد  بررسی  [ 1]   دربار  اولین   نحوه.  پیرامون  دوگانی  یمطالعاتی  این  با تعمیم  تناظر  در  که  غیرنسبیتی  میدان  نظریات  به  ها 
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انجام شده است فضازمان نیز  تقارنی مجانبی متفاوتی هستند  با گروه  به  )به عنوان   های  این  [ 2] نمونه  بر  مطالعات مراجعه   برای مروری 

از  .  ایید(نم تقارنترین  مهمیکی  دارای  میدان  نظریات  به  دوگان  گرانشی  غیرنسبیتی  نظریات  با    درهای  داده  زیر    متریک بعد 

   :[ 3] شودمی

                )1( 

پارامترهای   آن  در  نمای  و    که  نشانگر  ترتیب  نم  به  و  دینامیکی  ناقض  بحرانی  هسابرای  مقیاس نحوهتند.  مقیاس  تبدیلات  اثر  ی 

 شود: غیرنسبیتی بر این فضازمان به صورت زیر خلاصه می

 

 
س شدن عنصر نشانگر مقیا  نشانگر ناهمسانگردی تبدیل مقیاس بین زمان و مکان است. همچنین پارامتر    شود که پارامتر  مشاهده می

شایان  اند.  معرفی شده  [ 5] و    [ 4] نماهای ذکر شده برای اولین بار به ترتیب در  این هندسه به ازای مقادیر غیربدیهی  ول فضازمانی است.  ط

باید این پارامترها به منظور ارضای شرایط انرژی نورگونه   رسیم.میبه متریک نسبیتی پاددوسیته  و  با انتخاب  ذکر است که 

 های زیر صدق کنند: در نامساوی

                             )2( 

 

 میدان متناظر به  ینظریهچارچوب  های مورد توجه در  ها و سنجهکمیت ای از  ارهپیشین نشان داده شده است،  پگونه که در مطالعات  همان

  [7] و    [6]   دهند )به عنوان نمونه بههستند، رفتارهای جالب توجهی از خود بروز می(  1ک )متریمانند    که به صورت مجانبی   هاییهندسه

ی هایی را در ارائهچیدگییپها،  های هندسی این گونه متریکبرای مروری بر این مطالعات مراجعه نمایید(. با این وجود برخی از ویژگی

از واژه کاملی  ایجنامهتصویر  آنان  کرده است.  ی هولوگرافی مختص  که  می  در واقعاد  داد  نشان  مقادیر و    در حد  توان  ازای  به 

. دقت به این نکته حائز اهمیت [ 8]   شود وارد بر یک ذره واگرا مینیروی جزرومدی    نفضازما  مرکزغیربدیهی نمای بحرانی در نزدیکی  

تانسیل گرانشی پهمچنین در این حالت به دلیل وجود یک  د.  هستناهی  ای ساخته شده از متریک در این حد متن های نردهاست که کمیت 

های نزدیک مرز  توانایی رسیدن به ناحیه  نمایندصورت غیرشعاعی از مرکز فضازمان شروع به حرکت مینامحدود ذرات بدون جرم که به  

ندارند دیگر سد  [ 9] را  به عبارت  بیپ.  ناحیهتانسیل  بروز یک  منهایت سبب  برای  ممنوعه  ژئودزیکی  نورگونهسیر  این های  با  متناظر  ی 

  هایی شده استمیدان دوگان به چنین فضازمان  هاینظریههایی در بازسازی هولوگرافی  این ویژگی سبب بروز دشواریت خواهد بود.  ذرا

( گسترش 1)با متریک    شده  دهداضازمان  فبه  متعلق  گونه و نورگونه  های زمانژئودزیک   را به  این مطالعه ژوهش سعی داریم  پدر این  .  [ 10] 

معادلات مسیر    یمحاسبههای بعد ضمن  در بخش  مقیاس را بررسی نماییم.ابرداده و اثرات گرانشی ناشی از مقدار غیربدیهی نمای ناقض  

 بررسی خواهیم نمود.  تانسیل موثر گرانشی را در فضای پارامترها به صورت عددی ، رفتار پ الذکرفوقمدل گرانشی در 

 

 انسیل موثر ژئودزیک و پت لات  معاد 
 به لاگرانژی زیر خواهیم رسید:   ارامتر افین  پ( و در نظر گرفتن 1برای یافتن معادلات ژئودزیک با شروع از متریک )

    )3(  

های  ی ژئودزیکنشان دهندهرتیب به ت مقادیر  ارامتر افین است. همچنین پکه در آن نقطه به معنای مشتق نسبت به  

 کنیم:ی اویلر لاگرانژ به صورت زیر استفاده میگونه هستند. برای به دست آوردن مسیر حرکت از معادلهگونه، نورگونه و فضازمان
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 و درنتیجه بوده    و    صات  از مختمستقل  (  3ی )رابطهکه لاگرانژی    جاآننشانگر هر یک از مختصات فضازمان است. از    که در آن  

با    هاثابت مقادیر این  ی ذرات مورد بررسی هستند.  ثابت حرکت خواهیم داشت که متناظر با انرژی و تکانه  به تعداد    ،اندایچرخه

 شوند:میبه صورت زیر تعیین ی حرکت تفاده از معادلهاس

                           (4)   

زمان و  گذاری مشتقات جایبا . آوردفراهم میی شعاعی مختصهبرحسب  رامشتقات زمان و مکان  بدین ترتیب روابط بالا امکان بازنویسی

عبارت  مکان مختصه  ،(3)  در  برحسب  صرفا  مش لاگرانژی  و  شعاعی  مرتبهی  با  تق  است.  بیان  قابل  آن  اول  محاسباتسادهی  ه  ب  سازی 

 ی زیر خواهیم رسید: رابطه

                             )5(  

 ت: موثر شعاعی ناشی از نیروی گرانشی به صورت زیر اسپتانسیل که در آن 

                        )6(  

بدین ترتیب با    . های جنبشی و پتانسیل است به سهم  مکانیکی و تقسیم آنایستگی انرژی  پ( در تشابه با مکانیک کلاسیک مانند  5ی )رابطه

می را  ذره  مجاز حرکت  نواحی  انرژی جنبشی،  بودن  حقیقی  به  شرط  توجه  از  استفاده  با  همچنین   توان  نمود.  تعیین 

ی حرکت و یافتن مسیر  معادلهکه حل دقیق  علیرغم آن، متناظر با نقاط بازگشت ذره هستند.  گردد  نقضها نامساوی اخیر  نقاطی که در آن

های عمومی از حرکت توان جنبهارامترهای موجود لزوما ساده نیست لیکن با تحلیل پتانسیل موثر به صورت عددی میپژئودزیک به ازای  

که   ذکر استشایان    خواهیم پرداخت.  به دست آمدهبه بیان و بررسی نتایج    ،تشریح این فرایندبخش بعد ضمن    در  را یافت.  یذرات فیزیک

مقدار اثرات ناشی از  انجام شده است و لذا تمرکز اصلی ما در این مقاله بر  [  9و ]   [ 8] در مراجع    مطالعات مشابهی برای حالت  

 . است مقیاس ابرغیربدیهی نمای ناقض 

 

 گیری نتیجه 
جا که از آن لازم به ذکر است که  نمایش داده شده است.  (  1)-(3)های  در شکلمتفاوتی از پارامترها    تانسیل موثر به ازای مقادیرپنمودار  

. شکل ایممحدود کرده  ی خود را به  ی میدان است، مطالعه ها مستقل از بعد نظریهها و نتایج فیزیکی منتج از آنرفتار کیفی نمودار

گونه که از  دهد. همان مختلف نمای بحرانی نشان میبه ازای مقادیر    را  های نورگونه غیرشعاعی با  حالت متناظر با ژئودزیک(  1)

موجب واگرا شدن پتانسیل در نزدیکی مرز   سد پتانسیل در حالت نسبیتی، افزایش  این شکل مشخص است با وجود متناهی بودن مقدار  

پس از مواجه با این سد    ،دکننانشی به سمت مرز حرکت میی گری میانی هندسهفضازمان خواهد شد. بدین ترتیب ذراتی که از ناحیه

 بازتاب یافته و توانایی رسیدن به مرز را نخواهند داشت. 

به ازای مقادیر مختلفی از نمای بحرانی است. مطابق این    گونه با  های زمانی پتانسیل موثر برای ژئودزیکدهندهنشان  (2)شکل  

توانند به مرز فضازمان ی متناهی برای سد پتانسیل، همواره ذرات فیزیکی میدر این حالت به دلیل وجود قلهشود که  شکل مشاهده می

ر این پارامتر، ارتفاع قله کمتر  با افزایش مقداای است که  ی پتانسیل موثر به نمای بحرانی به گونهبرسند. همچنین وابستگی مقدار بیشینه

 دهد. ی مرکزی فضازمان را کاهش مییرنسبیتی احتمال بازتاب ذره به ناحیهبه عبارت دیگر اثرات غ. شودمی
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 .  های نورگونه با  ی شعاعی به ازای مقادیر مختلف نمای بحرانی برای ژتودزیکمختصهبر حسب تانسیل موثر  پ: 1شکل

به صورت همدیس به متریک لیفشیتز    (1)اس در متریک  مقیابرجا که وابستگی به نمای ناقض  از آندقت به این نکته ضروری است که  

جرمی که   بدون( به ازای مقادیر غیربدیهی این پارامتر نیز بدون تغییر باقی بماند. بنابراین ذرات  1ظاهر شده است، لذا انتظار داریم شکل )

ز فضازمان را نخواهند داشت. بنابراین بررسی اثرات  همچنان توانایی رسیدن به مر  ه ازای بکنند  حرکت مینورگونه  روی مسیرهای  

 گونه است.  ی مسیر ذرات زمانمطالعه مقیاس مستلزمابر غیربدیهی ناشی از نمای ناقض 

گونه  دهد. هماننشان می  مقیاسابربه ازای مقادیر مختلف نمای ناقض    های غیرشعاعی با  حالت را برای ژئودزیک( این  3)شکل  

ا اکه  کوچک  ز  مقادیر  ازای  به  است  مشخص  بیشینه  ین شکل  با  پتانسیل  سد  انرژییک  با  ذرات  لذا  و  داشته  وجود  متناهی  های ی 

ارند. همچنین با افزایش این پارامتر، پتانسیل موثر در نزدیکی مرز فضا زمان واگرا خواهد  مشخصی توانایی رسیدن به مرز فضازمان را د

 شد.

 
ی شعاعی به ازای مقادیر مختلف نمای  پتانسیل موثر بر حسب مختصه  :2شکل

 . گونه با  های زمانبحرانی برای ژتودزیک

. 

 
ی شعاعی به ازای مقادیر مختلف نمای  پتانسیل موثر بر حسب مختصه:  3شکل

 .  گونه با  های زمانبرای ژتودزیک  مقیاسابرناقض 

داری که جرم شود که با تنظیم مقادیر غیربدیهی برای این پارامتر، ذرات  ( مشاهده می2( و )1های )ر مقایسه با نتایج شکلبدین ترتیب د

جالب توجه   مطالعاتیهای  جنبهبه عنوان یکی از   ی مرزی دسترسی خواهند داشت به ناحیه  کنندت میحرک   گونهزمانهای  روی ژئودزیک

گونه  هماننمود.    مقیاس بررسیابر( را به ازای مقادیر غیربدیهی نمای ناقض  1های متناظر با متریک )فضازمان  گرافیبازسازی هولو توان  می

 ، بازسازی مورد نظر امکان پذیر است. پارامتر( مشخص است به ازای مقادیر مشخصی از این 3که از شکل )
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 چکیده
های مربوط به پدیده جایگزیدگی، مسیرهای جالب و جذابی را هم در حوزه فیزیک نظری و هم تجربی باز نموده است. های ماده از نقطه نظر ویژگیتوصیف حالت

باشد. در همین راستا و در پژوهش حاضر به  اهمیت فراوانی برخوردار میها حفظ اطلاعات حالت اولیۀ یک سامانه کوانتومی است که البته از یکی از این ویژگی 

پردازیم که منشأ آن تحول دینامیکی این سامانه است. به منظور اعمال شرایط شبه تناوبی زنجیره،  بلور اسپینی میداد این پدیده در یک زنجیره شبهبررسی و مطالعه رخ
رود. این افزونه غیر هرمیتی به  موریا برای توصیف هامیلتونی سامانه بکار می-کنش ژیالوشینسکیده شده است که با برهماز افزونه غیر هرمیتی اوبره آندره استفا

* مد نظر قرار گرفته است. در این زنجیره و در زمان اولیه، حالت کوانتومی ذره 
( ) ( )V x V x= − صورت یک پتانسیل مختلط دارای تقارن پاریته-زمان یعنی  

روند گسترش حالت ذره میانی به ذرات دیگر زنجیره  نمایه تحول دینامیکی سیستم قرار گرفته در جایگاه میانی با حالت ذرات دیگر متفاوت است. با استفاده از تابع 
نمایند. جایگزیده و غیر جایگزیده را تعیین میتوان به شرایطی رسید که فازهای بررسی گردیده و از روی آن می  

 زمان -تقارن پاریته _  موریا-ژیالوشینسکی کنشبرهم _ جایگزیدگی   _ بلور شبه هاامانهس : لید واژه هاک

 

Exploring the spin chain's evolution under Dzyaloshinskii–Moriya interaction in parity-

time symmetry 

 
Vahidi,  Moein1; Sadeghi, Fatemeh1; Najmaei, Arash2; Motamedifar, Mostafa1 

 
1 Fuculty of physics, Shahid Bahonar University of Kerman, Kerman 

2 Fuculty of physics, University of Isfahan, Isfahan 

 

Abstract  
 

In both theoretical and experimental physics, the description of the states of matter from the perspective of the 

characteristics related to the localization phenomenon has opened up fascinating and alluring avenues. One of 

these characteristics is preserving the information of a quantum system's initial state, which is of course crucial. 

In this regard, we investigate and study the occurrence of this phenomenon in a quasi-crystal spin chain, the 

origin of which is the dynamic evolution of this system, in the present investigation. The non-Hermitian extension 

of Aubrey-André has been used to accommodate the Dzyaloshinskii-Moriya interaction for the Hamiltonian 

description of the system in order to apply the quasi-periodic conditions of the chain. This non-Hermitian 

extension is viewed as a mixed potential with parity-time symmetry, that is, 
*

( ) ( )V x V x= − . In this chain and at 

the beginning, the quantum state of the particle in the middle position is distinct from the quantum states of the 

other particles. The spread of the intermediate particle state to additional particles has been explored using the 

system's wave function profile evolutions in order to determine locolized and non-locolized phases.  

key words: Pseudocrystal systems, Localization, Dzyaloshinskii–Moriya interaction, Parity-time symmetry   
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 قدمهم
بی از  ناشی  جایگزیدگی  موضوع  اکتشاف  یک  نظمی 

رای اولین  که ب  تحقیقاتی دیرینه در فیزیک ماده چگال است 

سال    بار توسط  نام  هب  ،  1958در  اندرسون  جایگزیدگی 

گذار    بر   مبنی  ای. او مقاله]1[  فیلیپ اندرسون پیشنهاد شد

این کاهش   .فاز مواد عایق به فلز و چگونگی آن منتشر نمود

ناگهانی در رسانش، با جایگزیدگی تابع موج همراه بود. در 

بلوری  های شبهامانهنظمی تصادفی، سمقایسه با موارد با بی

م  فاز  رایک  شبکه  اده  تشکیل  بین  آمورفی  و  تناوبی  های 

متناوب نیست. یک  بوده که    رددوربُ  دارای  دهند، که نظممی

عدی، مدل غیر بلوری یک بُشبه  امانهمثال نمونه از یک س

اوبر هامیلتونی  سال  بوده  آندرهه  هرمیتی  در  اخیر  که  های 

مورد توجه بسیاری از محققین قرار گرفته است. یکی از  

وقتی  ویژگی که  است  این  آندره  اوبره  مدل  معمول  های 

دامنه پتانسیل شبه بلوری از یک مقدار بحرانی متناهی فراتر  

فلز  امانهسرود،  می انتقال  می-تحت  قرار  که  عایق  گیرد 

خود ویژگی  تعیین   (self-duality)دوگانگی -توسط 

 ].2[شود می

که  می شرادانیم  انتخاب  به    ی هاسامانه  ،یمرز  طیبسته 

از    .]3[  شوندیم  یدباز طبقه بن  ای بسته  دو دسته  به    یکیزیف

ها وجود دارند که دارای  طرفی دیگر، دسته خاصی از سامانه

باشد. چنین  باز و بسته می  امانهسهایی از هر دو نوع  ویژگی

گونه هایی با محیط اطراف خود ارتباط داشته اما هیچسامانه

ها  شارش خالص احتمال یا انرژی بین محیط و این سامانه

هامیلتونی چنین  نیست.  بهبرقرار  با    هایی  زمان  هم  طور 

  و اصطلاحاً شدهجا  عملگرهای پاریته و وارونی زمان جابه

 .]3[ زمان می باشند-دارای تقارن پاریته

تقارن   سامانه-پاریتهوجود  مهندسی  در  اسپینی  زمان  های 

های اخیر شده است.  نقطه عطفی در کارهای پژوهشی سال

ذرات در های شناخته شده بین  کنشترین برهم یکی از مهم

سامانه ژیالوشیسکیاینگونه  پتانسیل    (DM)  1موریا -ها، 

 . ]4[ است 

 
بجای کلمه   DMدر این پژوهش ما از عبارت اختصاری   1

 کنیم. استفاده می موریا-ژیالوشیسکی

کنش  برهماین  در این مقاله ما به طور منحصر به فرد تاثیر  

بُ یک  اسپینی  زنجیره  یک  برای  تقارن  را  در حضور  عدی 

می-پاریته بررسی  کار  زمان  اصلی  هدف  بنابراین،  کنیم. 

اوبره   مدل  دینامیکی  تحول  بررسی  تحت  حاضر  آندره 

های مختلف  زمان در ناحیه-با تقارن پاریته   DMبرهمکنش  

 . جایگزیدگی خواهد بود

 مدل و هامیلتونی
به منظور بررسی پدیده جایگزیدگی، یک زنجیره اسپینی با  

 هامیلتونی

1

2

. ( )

1
( )
2

j j

j

z i j

j

j

H D S S

S e 

+

−

=  +

+




                   )1( 

قدرت  D(،  1درنظر گرفته شده است. در رابطه شماره)

  Zکه در جهت   باشدموریا می-برهمکنش ژیالوشینسکی

. همچنین در این رابطه، عبارت دوم نشان  گرددانتخاب می

  زمان است و-دهنده پتانسیل غیر هرمیتی با تقارن پاریته

دانیم پتانسیلی  باشد. همانطور که میدامنه این پتانسیل می

زمان است که، بخش حقیقی آن زوج  -دارای تقارن پاریته

2مثلاً تابع  ،اش فرد باشدو بخش موهومی 3
x ix− به .

*عبارتی دیگر، باید شرط
( ) ( )V x V x= برقرار باشد.   −

گنگ عدد  )همچنین  5 1) / 2 = نسبت   − )عکس 

انتخاب شده است که برابر نسبت دو  طلایی( به گونه ای 

عدد فیبوناچی بزرگ، 
1

/F F
 −

بلوری  است، که شرط شبه 

سامانه در آن رعایت شده است. با در نظر گرفتن پتانسیل  

، هامیلتونی  مختلط و همچنین گنگ بودن مقدار عددی  

تحت   را  اسپینی  زنجیره  دینامیکی  تحول  استفاده،  مورد 

دهد. برای بررسی  بلور ارائه میدر یک شبه  DMکنش  برهم

برای    بایستی ابتدا یک حالت اولیه  امانهس امیکی  تحول دین

بگیریم  امانهس نظر  به    .در  اولیه  حالت  تحقیق،  این  در 

صورت  
0

(0) 00...010...00j = نمایش داده   =

 در حالت    0jشود که در آن تنها اسپین جایگاه  می
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این بخش به بررسی تحول دینامیکی این است. بنابراین در  

  حالت یعنی زنجیره اسپینی با
0

1

2

z
S

j
جایگاه    0jکه    =

می است،  مرکزی  بهاسپین  اکنون  بدست  پردازیم.  منظور 

عددی   حل  روش  از  زنجیره،  دینامیکی  تحول  آوردن 

 ی شرودینگر وابسته به زمانمعادله

( ) ( )
d

i t H t
dt

 =                             )2( 

می دقت  استفاده  و  سرعت  نظر  از  روش  این  زیرا  کنیم. 

باشد. در این رابطه،  محاسبات بهترین روش برای کار ما می

H    و  امانه سهامیلتونی( )t   در هر زمان    امانهسحالت

)  باشد بطوریکهدلخواه می ) ( )
j

j

t t j =   و در

)آن   )
j

t    نشان دهنده دامنه احتمال حضور جایگاهj 

در نظر   =1همچنین در این محاسبات مقدار  م است.  ا

توان  های عددی میحال با استفاده از روش شود.گرفته می

تحول  آن،  کمک  به  سپس  کرد.  حل  را  شده  ذکر  معادله 

 های مختلف جایگزیدگیرا در ناحیه  امانهی س حالت اولیه

 پردازیم.بررسی کرد که در بخش بعد به آن می

 نمایه تحول دینامیکی سیستم
غیر هرمیتی    امانهسیک  برای مشاهده رفتارهای دینامیکی  

تحول   نمایه  کمیت  جایگزیدگی،  مختلف  فازهای  در 

 سامانه: دینامیکی 
2

( ) ( )j jP t t=                                        )3( 

می تعریف  دیگر    .کنیمرا  به  احتمال  این  اگر  حال 

، و تنها جایگاه  های سامانه شارش نکندجایگاه
0

j   دارای ام

باشد آنگاه سامانه در فاز جایگزیده خود قرار    حالت  

اولیه    خواهد گرفت، به این ترتیب اطلاعات حیاتی حالت 

خوبی در دسترس قرار حواهد گرفت.    به شکل کاملاً  امانهس

  DMنتایج محاسبات برای زنجیره اسپینی تحت برهمکنش  

زمان مختلف  در  برای   tهای  در  و  متفاوت  های 

این محاسبات   اند. در( به نمایش درآمده3)-( 1های )شکل

زنجیره   377Lطول  دنباله = جملات  از  ی )یکی 

0فیبوناچی( و جایگاه مرکزی  189j در نظر گرفته شده   =

قدرت    انجام این پژوهش،جهت  ،  لازم به ذکر است   است.

مقدار عددی    موریا-ژیالوشیسکیکنش  برهم 1Dبا  در   =

که، هدف بررسی  از آنجایی همچنین نظر گرفته شده است.

های مختلف است، محور عمودی  احتمال حضور در زمان

های انجام  مربوط به زمان است که با توجه به بهنجارسازی

 .اندعد در نظر گرفته شدههای انتخاب شده، بدون بُیکا  ،شده

س1شکل) تحول  نمایه  ازای    نهاما(  0.6به  نشان = را 

همانطور که در شکل قابل مشاهده است، در ابتدا دهد.  می

است. با گذشت زمان،    دارای اسپین    0jجایگاه    ذرهِ

کوانتومی  احتمال   حالت  جایگاه  اینکه  سایر  ها  در 

های طولانی  ، یعنی در زمانیابدافزایش می  شارش پیدا کند

رود از بین می  امانهستمامی اطلاعات مربوط به حالت اولیه  

تمامی    ،  کوانتومی  حالت و   در  یکسان  احتمال  با 

س جایگاه باشد.  می  امانههای  داشته  وجود  درنتیجه تواند 

 .سامانه در ناحیه غیر جایگزیده قرار دارد

 
تحول1شکل 0.6برای  امانهس  زمانی  :نمایه  روشن= نقاط   . 

 . است  حضور حالت کوانتومی دهنده احتمالنشان

تحول  2شکل) نمایه  ازای    امانه س(  1به  نشان  = را 

اینکه حالت    شود، احتمالطور که مشاهده میدهد. همانمی

در نزدیکی جایگاه      کوانتومی
0

j    باشد نسبت به سایر

است.  هاجایگاه زمان  بیشتر  تا  مشاهدات  نسبتاًاین    های 

امکان زمانطولانی  گذشت  از  پس  اما  است.  های  پذیر 

و ترطولانی رفته  بین  از  اولیه  حالت  اطلاعات  دیگر  بار   ،

کوانتومی  احتمال   حالت  جایگاه  شارش  دیگر  ها  به 

توان گفت که  . به عبارت دیگر میگرددمییکنواخت    اًتقریب

1به ازای   امانهس  . گیردمیدر آستانه جایگزیدگی قرار =
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1ء  به ازا   امانهس  زمانی  : نمایه تحول2شکل . همانگونه که مشاهده =

برای مدت بیشتری قابل دسترس    امانهکنید اطلاعات حالت اولیه سمی

 ی جایگزیدگی قرار دارد. در آستانه امانهسو   است

 
1.5  ء به ازا   امانه: نمایه تحول س3شکل . با توجه به شکل کاملا  =

است  به  در جایگاه  ،مشخص  نزدیک  جایگاه  های 
0

j    اینکه احتمال 

  امانهس  به عبارتیباشد بیشترین مقدار را دارد.  ،حالت کوانتومی  

 جایگزیده قرار دارد. در حالت کاملاً

1.5به ازای    امانه( نمایه تحول س3و درنهایت، شکل) =

می نشان  همانرا  میدهد.  مشاهده  که  احتمال   شود طور 

  های مجاورِتنها در جایگاه  ،  کوانتومی  حالت   حضور

های بسیار  شود. این اتفاق تا زمانجایگاه مرکزی دیده می

توان اطمینان حاصل نمود  طولانی نیز ادامه دارد. بنابراین می

 کاملا جایگزیده شده است.این مقدار از    ءبه ازا  امانهکه س

 نتیجه گیری 
زنجیره   یک  دینامیکی  تحول  بررسی  به  ما  مقاله،  این  در 

در یک شبه بلور با پتانسیل    DMکنش  اسپینی تحت برهم

پردازیم. همانطور  زمان می-غیرهرمیتیِ دارای تقارن پاریته

0.6در    امانه پیشنهادی، سدر متن توضیح داده شدکه   = 

در فاز غیر جایگزیده خود قرار دارد و ذره با احتمال یکسان  

 های زنجیره دارای اسپینممکن است در هریک از جایگاه

    عددی مقدار  دادن  قرار  با  ادامه  در  1باشد.  = 

حالت  در  ذره  یافت  نزدیکی     کوانتومی  احتمال  در 

جایگاه  
0

j  امانهو س  شودمیها بیشتر  سایر جایگاه  نسبت به 

آستانه قرار  در  جایگزیدگی  نشان گیردمیی  نتیجه  این   .

سمی ازا  امانهدهد،  فاز    ءبه  به  هنوز  پتانسیل  دامنه  این 

گرفتن  نظر  در  با  سپس  است،  نکرده  گذار  جایگزیده 

1.5 می  امانهس  = گذار  جایگزیده  ناحیه  به  به  کند. 

احتمالگونه که  کوانتومی  ای  حالت  در     اینکه 

نزدیکجایگاه جایگاه    به  های 
0

j    بیشتر   . شودمیباشد 

گذار فاز   ،ُهای با مقادیر بیشتر از یکبنابراین به ازای  
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 نرم کسیاپرتوزریبهره ل ینیب شیپ یچندگانه برا ونیبا استفاده از معادله رگرس یمدل آمار کیارائه 
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 چکیده
 یدارد. برا یدر صنعت و پزشک یاریبس یگردد که کاربردها ینرم خارج م کسیپرتوان دمش با سطح هدف، پرتو ا رزیحاصل از برهمکنش ل یزریل یاز پلاسماها

 یها یساز هیشب ازمندین یاهداف کاربرد یانتشار برا یساز نهیبه گردند. نهیدمش به زریل یپارامترها یستیبا ،ینرم خروج کسیپرتو ا زریبهره ل بیضر نهیشیب جادیا
 نیا یبرا یپژوهش راه حل نیاست. در ا دهیچیسخت و پ یکار از نظر محاسبات نیباشد که ا یو معادله حالت م یکینامیدرودیده بر اساس معادلات هگستر یعدد

 کیدر  انه ارائه شده است. چندگ ونینرم با استفاده از مدل رگرس کسیپرتو ا زریمقدار بهره ل ینیب شیپ یبرا ینیماش یریادگیبر  یمبتن یالگو کیمشکل با استفاده از 

 نجایهستند. در ا یخروج کسیپرتو ا دیموثر در تول یدو پالس، پارامترها انیم یدمش و اختلاف زمان یپالس و پالس اصل شیپ یشدت و پهنا ،یدمش دو پالس زریل
پرتو  زریبهره ل بیضر ینیب شیپ یبرا یمدل آمار کیو  دهیگرد یپالس دمش بررس یبهره به پارامترها بیضر یچندگانه، وابستگ ونیبا استفاده از معادله رگرس

 .ارائه شده است یکینامیدرودیه دهیچیمعادلات پ یبه حل عدد ازیپالس دمش بدون ن اتیخصوص ینرم بر مبنا کسیا
 

 چندگانه ونینرم، معادله رگرس کسیپرتو ا زریل ،یزریل یپلاسماها کلید واژه ها :

 

Presenting a statistical model using multiple regression equation to predict the gain of 

soft x-ray laser 
 

Ghani-Moghadam, Ghazaleh 

 

 Hazrat-e Masoumeh University, Qom 

 

Abstract 
 

From the laser plasmas produced from the interaction of the high-power laser with the target surface, soft X-

ray laser are emitted, which has many applications in industry and medicine. In order to create the maximum 

efficiency of the output soft X-ray laser, the parameters of the pump laser should be optimize. Emission 

optimization for practical purposes requires extensive numerical simulations based on hydrodynamic equations 

and state equations, which is computationally difficult. In this research, a solution to this problem is presented 

using a machine learning based model to predict the amount of soft X-ray laser with a multiple regression 

model. In a double-pulse laser, the intensity and width of pre-pulse and main pulse and the time difference 

between the two pulses are effective parameters in the output X-ray production. In this research, by using the 

multiple regression equation, the dependence of the gain coefficient on the pump pulse parameters are 

investigated and a statistical model for predicting the gain coefficient of soft x-ray laser based on the feature of 

pump pulse is presented without numerical solution of complex hydrodynamic equations. 

  

key words          Laser Plasmas, Soft X-ray Laser, Multiple Regression Equation 
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 قدمهم
داده  لیو تحل هیدر تجز شرفتهیپ یتمیالگور یاستفاده از ابزارها     

علم منجر شدده   یها نهیاز زم یاریدر بس یدیجد یها نشیها به ب

ارائده و   ینیماشد  یریادگید  نده یدر زم یو در دهه گذشدته گزارشدات  

 یریادگی ری[. تاث1شده است ] جیآن در علوم مختلف را یکاربردها

شدده اسدت    دهیدر چند گزارش د رایاخ زین کیزیف در علم ینیماش

 لید تحل یاز ابزارها یکیبازگشت  یبه معنا ونی[. واژه رگرس6-2]

 رید بده متغ  رید متغ کیدهد که مقدار  یداده هاست و نشان م یآمار

 ،یپژوهشد  یهدا  تید از فعال یاری[. در بسد 7گدردد ]  یبرمد  یگرید

 یمنطقد  یبدا  ارت رید چندد متغ  ایدو  نیکنند ب یم یپژوهشگران سع

اسدتفاده کنندد. در    ندده یآ ینیب شیتا بتوانند از آن در پ ندینما قراربر

بده   میآن هسدت  لید و تحل یاضد یبه دنبال برآورد رابطده ر  ونیرگرس

مجهدول را بدا اسدتفاده از     یرید متغ تید که بدا آن بتدوان کم   ی ور

 نیدی بده دنبدال تع   ینمود. سپس در همبستگ نییمعلوم تع یرهایمتغ

 یرا بده هدم ربد  مد     رهایکه متغ میهست یارتبا  زانیم نوع رابطه و

 دید ندرم تول  کدس یپرتو ا زریبهره ل بیضر زانیکه م ییدهد. از آنجا

دمش وابسته اسدت،   زریل اتیبه خصوص یزریل یشده از پلاسماها

 یبدرا  یچندگانه مدل ونیپژوهش با استفاده از معادله رگرس نیدر ا

 چندگانده  ونیاسدت. رگرسد  بهره ارائه داده شدده   بیضر ینیب شیپ

مسدتقل ددر   رید چند متغ نیب یمدل رابطه خط فیتوص یبرا یروش

بهدره(   بیوابسته دضر ریمتغ کیپالس دمش( با  اتیخصوص نجایا

بده   یتصدادف  یبده همدراه خطدا    یمددل  نیچن یاست. در حالت کل

 شود: ینوشته م ریصورت ز

...0 1 1 2 2y x x xp p          (1د                   

مستقل را دارند و  یرهاینقش متغ xpتا  x1 یرهایابطه بالا، متغر در

و  یونیمدل رگرس یخطا Ɛوابسته است. جمله  ری، متغy ریمتغ

متناظر  یرهایمتغ یبرا ونیمدل رگرس بیضرا زین βpتا  β1 بیضرا

، مقدار ثابت بدون درنظر گرفتن β0 نیشوند. همچن یمحسوب م

 بیو برآورد ضر جادیمستقل است. ا یرهایاز متغ کیهر 

مستقل و  یرهایمتغ نیب یرابطه خط ،یمدل نیدر چن یونیرگرس

 آورد. یبهره را فراهم م ییگو شیوابسته را آشکار کرده و امکان پ

 

 مشخصات لیزر دمش
 ییفعال پلاسما  یو مطالعه مح ی[ به منظور بررس8در مرجع ]     

 یکینامیوددریه یساز هیبا پلاسما از کد شب زریبرهمکنش ل ی 

با  یزریل یستفاده شده است. پلاسما[ ا9] MED103 یبعد کی

روش شامل دو  نیشده که ا دیاستفاده از روش دمش گذرا تول

 یاول پالس پالساست.  psچند صد  یزمان ریپالس دمش با تاخ

و  دینما یبه هدف جامد برخورد م psچند صد  یبا پهنا ی ولان

 یکند. پالس دوم که پالس یم دیللازم تو ونشیپلاسما را با درجه 

آزاد را به سرعت  یاست الکترون ها psچند  یزمان یکوتاه با پهنا

گرم  eVپلاسما، تا چند صد  ونشیکوتاه تر از زمان  یو در زمان

به  زریفعال ل یها ونیدمش  یلازم برا  یشرا جهیکند. در نت یم

ه بهره ک یا شود به گونه یآماده م یبرخورد یختگیبرانگ لهیوس

پالس با  شیپ کیابتدا  نینرم بالا باشد. بنابرا کسیپرتو ا زریل

W/از مرتبه  ییها شدت cm13 متفاوت چند صد  یو پهناها 210

ps مختلف و  ول موج یها یبا انرژ جهیو در نتnm   888  به

. سپس شود یم دهیتاب μm  22با ضخامت ومیسطح هدف ژرمان

W/مختلف از مرتبه  یبا شدت ها یپالس اصل cm15 و  210

 188 یبا همان  ول موج و اختلاف زمان psاز مرتبه چند  ییهناهاپ

 نی. در اشود یدو پالس وارد م یها نهیشیب انیم هیکوثانیپ 288تا 

 nm  6/11نرم در  ول موج کسیپرتو ا زریبهره ل شنهیحالت ب

 زریبهره ل نهیشیب دیعوامل موثر در تول جهیشده است. در نت یبررس

پالس  یپالس، شدت و پهنا شیپ یپهنانرم، شدت و  کسیپرتو ا

 بیباشد که به همراه ضر یدو پالس م انیم یو اختلاف زمان یاصل

مورد  یاز کد به عنوان داده ها ینرم خروج کسیپرتو ا زریبهره ل

با  نصورتیشوند. در ا یاستفاده م یونیمدل رگرس جادیا یبرا ازین

موثر  یارامترهااز پ یهر ورود یتوان برا یم ونیرابطه رگرس جادیا

بهره  ده،یچیپ یکینامیدرودیبه حل معادلات ه ازیدر بهره، بدون ن

  نمود. ینیب شیرا پ ینرم خروج کسیپرتو ا زریل

 

 مدل رگرسیون چندگانه
 یپژوهش برا نیشد، در ا انیهمانگونه که در بخش قبل ب     

 . بهمیکن ی[ استفاده م8مرجع ] یاز داده ها یونیرابطه رگرس جادیا
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 SPSSداده ها از نرم افزار  نیا یآمار لیتحل یمنظور و برا نیا

بهتر است با استفاده  ،یونیرگرس لیاستفاده شده است. قبل از تحل

وجود  ،یهمبستگ بیمحاسبه ضر نیو همچن یاز نمودار پراکندگ

وابسته مورد  ریمستقل با متغ یرهایاز متغ کیهر  نیب یرابطه خط

 یابزار مناسب یپراکندگ یمنظور نمودارها نی. به اردیقرار بگ یبررس

 هستند.

 

 
مستقل و و ابسته  یرهایمتغ یبرا یسیبه صورت ماتر ینمودار پراکندگ:  1شکل

 یپهنا W2و  W1دمش،  زریل یپالس و پالس اصل شیپ یشدت ها I2و  I1د

 gainدو پالس و  انیم یاختلاف زمان dtدمش،  زریل یپالس و پالس اصل شیپ

 است( ینرم خروج کسیپرتو ا زریه لبهر بیضر

 

(، به نظر 1مشخص است دشکل یهمانطور که از نمودار پراکندگ

 شیپ یبهره و شدت و پهنا بیضر نیب یا یرسد رابطه خط یم

 بیضر نیب یخوب اریبس یرابطه خط کهیپالس وجود ندارد. در حال

 توانیم نیتوان برقرار نمود و همچن یم یبهره و شدت پالس اصل

 جادیدو پالس ا یزمان تلافبهره و اخ بیضر نیب یطه نسبتا خوبراب

 نمود. 

 یمهم در برآورد پارامترها یاز شرط ها یکیکه  ییاز آنجا

 یبرا نجایمانده هاست، در ا ینرمال بودن باق ،یخط ونیرگرس

-Durbinمانده ها از آزمون  یو استقلال باق یآزمون تصادف

Watson د رسونیپ یهمبستگ بیاستفاده شده است. سپس ضرR )

 بی.  ضرردیگ یقرار م ی( مورد بررسR Squareد نییتع بیو ضر

به دست آمد.  522/8برابر   نییتع بیو ضر 622/8برابر  یهمبستگ

مقدار  نیب یخط ینشانگر همبستگ ب،یضرا نیا قتیدر حق

شده توس  مدل است. هر چه  ینیب شیوابسته و مقدار پ یرهایمتغ

از  یشتریباشد، مدل توانسته سهم ب کتریزدن 1به  بیضرا نیا

 وابسته را نشان دهد. ریمتغ راتییتغ
 

 مستقل ریمتغ 2با در نظر گرفتن  یونیمدل رگرس بیضرا:  1جدول

predictors 

Unstandardized 

Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

T Sig. B Std. Error Beta 

 (Constant) 300.521 52.182  5.759 .000 

I1 -9.206 10.813 -.085 -.851 .397 

I2 15.266 2.170 .572 7.034 .000 

W1 -.158 .106 -.148 -1.494 .139 

W2 1.560 2.860 .046 .545 .587 

dt -.341 .091 -.314 -3.742 .000 

 

مربوط به آزمون آن ها  اتیو خصوص بیبرآورد ضرا 1 در جدول

و مقدار ثابت  رهایمتغ یواقع بیاول ضراشود. در ستون  یم دهید

 ریبه صورت ز یونیمدل رگرس نیدر مدل آورده شده است. بنابرا

 شود: یداده م شینما

300.521 9.206 15.2661 2

0.158 1.560 0.3411 2

gain I I

W W dt

  

  
(2د                     

I1  وI2 دمش،  زریل یپالس و پالس اصل شیپ یشدت هاW1  و

W2 دمش،  زریل یپالس و پالس اصل شیپ یپهناdt یاختلاف زمان 

 ینرم خروج کسیپرتو ا زریبهره ل بیضر gainدو پالس و  انیم

از  کیهر  یریبا توجه به واحد اندازه گ یواقع بیضرا نیاست. ا

 کیهر  یتوان بر اساس بزرگ ینم نیشده اند. بنابرا جادیا رهایمتغ

 صیرا تشخ یونیمربو ه در مدل رگرس ریمتغ تیاهم ب،یاز ضرا

 ی. برامیکن یاستاندارد استفاده م بیور از ستون ضرامنظ نیداد. به ا

ها در مدل  و نقش آن رهایاز متغ کیهر  تیمشخص کردن اهم

 یاستاندارد شده توجه کرد. برا بیبه ستون ضرا دیبا ،یونیرگرس

استاندارد شده استفاده  یها استاندارد شده، از داده بیضرا اسبهمح

وابسته و مستقل از  یرهایمتغکه هر مقدار از  یمعن نی. به اشود یم

شده است. سپس  میتقس ار،یکم شده و بر انحراف مع شان نیانگیم

اند. از  دهیمحاسبه گرد بیرا برازش داده و ضرا یونیمدل رگرس
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 یحالت، واحد ندارند، بزرگ نیدر ا رهایمتغاز  کی جیکه ه ییآنجا

نخواهد داشت.  یبستگ یریگ ها به واحداندازه آن یکوچک ای

اند.  هر  پرداخته بیبه آزمون فرض ضرا زین Sigو  T یها ونست

شده  تر فیضع ب،یبزرگ باشد، فرض صفر بودن ضر Tچه مقدار 

کمک  هرا ب یبزرگ نیاست. ا شتریب ،یساز در مدل ریو نقش آن متغ

 مقدار اگر ،8٫82 ی. در سطح خطاکنند یمشخص م زین Sigمقدار 

Sig  بودن  اثر یب انگربی که صفر فرض باشد، 8٫82کوچکتر از

 برای ،8٫82از .  مقدار کوچکتر شود یدر مدل است، رد م ریمتغ

Sigهمان ،8٫82 است. مقدار ونی، نشانگر ارائه مدل مناسب رگرس 

.  بق شود یدر نظر گرفته م نسطح آزمو اینوع اول  خطای

دو  انیم یو اختلاف زمان یشدت پالس اصل بی، ضرا1جدول

 یاز لحاظ آمار نبنابرای هستند 8٫82 کتر ازکوچ Sig یپالس دارا

 یشدت و پهنا کهیدر مدل لحاظ شوند، درحال دیبوده و با دار یمعن

 هستند 8٫82بزرگتر از  Sig یدارا یپالس اصل یپالس و پهنا شیپ

را اجرا  یونیاز مدل حذف شده و مجدد محاسبات رگرس دیاب و

 2. جدول دیرس ردا یمعن یرهایمتغ یبرا حیصح بینمود تا به ضرا

مستقل  ریرا با در نظر گرفتن تنها دو متغ یونیمدل رگرس بیضرا

دهد. در  یدو پالس نشان م یو اختلاف زمان یشدت پالس اصل

به  ریدو متغ نیا یابر یتر قیتر و دق حیصح بیصورت ضرا نیا

با  بیضرا نیاختلاف اندک ا لیدست آمده است. هر چند به دل

که در رابطه  یونیگرفت که مدل رگرس جهیتوان نت یم یقبل بیضرا

بهره با استفاده  بیضر ینیب شیپ یموفق برا یمدل ده،یارائه گرد 2

 بیتواند ضر یم یباشد و به خوب یاز مشخصات پالس دمش م

 .دینما فیوابسته توص ریمتغ وانبهره را به عن

 
 مستقل ریمتغ 2با در نظر گرفتن  یونیمدل رگرس بیضرا:  2جدول

predictors 

Unstandardized 

Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

T Sig. B Std. Error Beta 

 (Constant) 236.268 19.807  11.928 .000 

I2 14.997 2.141 .562 7.004 .000 

dt -.325 .087 -.299 -3.731 .000 

 

 

 نتیجه گیری
به  یزریل ینرم حاصل از پلاسماها کسیپرتو ا زریبهره ل     

 زریل یماده هدف و پارامترها اتیاز جمله خصوص یعوامل متعدد

 یها ستمیس ی راح یدگیچیدمش وابسته است که با توجه به پ

ابتدا به صورت  زر،یل  نهیبه دیتول یپارامترها برا نیا ش،یآزما

نرم  کسیپرتو ا زریل یزسا هیشب یشوند. برا یم یساز هیشب یعدد

معادله حالت و معادلات  ،یکینامیدرودیهحل همزمان معادلات 

 یاست. برا ریو وقتگ دهیچیسخت، پ یاست که  کار ازینرخ مورد ن

 ونیپژوهش با استفاده از معادله رگرس نیمشکل، در ا نیحل ا

 کسیپرتو ا زریبهره ل بیضر ینیب شیپ یمدل برا کیچندگانه، 

با  ارائه شده است. در واقع یزریل یپلاسماها زا ینرم خروج

 یشامل شدت  و پهنا یدمش دو پالس زریل کی اتیداشتن خصوص

دو پالس  یو اختلاف زمان یپالس اصل یپالس، شدت و پهنا شیپ

 یو بدون حل عدد میمدل به  ور مستق نیتوان با استفاده از ا یم

از  یخروج منر کسیپرتو ا زریبهره ل ،یکینامیدرودیمعادلات ه

  نمود. ییگو شیپ یسبتاً خوبشده را به  ور ن دیتول یپلاسما
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Abstract 

 The classical correlation function of Liouville vertex operators on a Riemann surface with genus 𝑔 1 

is related to the on-shell value of the Liouville action functional on the same Riemann surface but with the 

insertion of conical points at the location of those operators. In this work, using the results of [1,2], we 

study the appropriate classical Liouville action on a Riemann orbisurface using the Schottky global 

coordinates. We also study the first and second variation formulas for this action on the Schottky 

deformation space and show that this classical Liouville action is a Kähler potential for a special 

combination of Weil-Petersson metric and Takhtajan-Zograf metrics which appears in the local index 

theorem for Riemann orbisurfaces [2]. 

Key words: Liouville Filed Theory, Correlation function of vertex operators, Schottky uniformization, 

Takhtajan-Zograf metrics 

1. Introduction

Two dimensional Conformal Field Theory has proven to be a useful tool in both physics and 

mathematics. Arguably, one of the most intriguing applications of CFTs in mathematical physics is to the 

geometry of surfaces: This is most clear in the Liouville conformal field theory introduced by Polyakov 

[3], which can be regarded as a quantum theory of geometry in two dimensions [4,5]. Complete 

conformal metrics 𝑑𝑠2 = 𝑒𝜙(𝑢,𝑢)|𝑑𝑢|2 on a Riemann surface (RS) 𝑋 are classical fields of this theory,

and the Liouville equation 𝑅𝑑𝑠2 = −2𝑒−𝜙 ∂𝑢 ∂𝑢𝜙 = −1 is the corresponding Euler-Lagrange equation;

here 𝑅𝑑𝑠2 denotes the Gaussian curvature of the metric. According to the uniformization theorem, the

hyperbolic metric on 𝑋 is the unique classical solution of the theory and one can consider this classical 

solution as the critical point of a certain functional defined on the space of all smooth conformal metrics 

on 𝑋. In string theory this functional is called the Liouville action functional and its critical value — the 

classical Liouville action.  

The definition of the classical Liouville action is a non-trivial problem: Since 𝜙(𝑢, 𝑢) is not a globally 

defined function on 𝑋, but rather a logarithm of the conformal factor of the metric, the “kinetic term” 

| ∂𝑢𝜙|
2𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢 does not yield a (1,1)-form on 𝑋 and, therefore, can not be integrated over 𝑋. When 𝑋 is

a punctured Riemann sphere, one takes advantage of the existence of a single global coordinate on 𝑋 [6]. 
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However, for the case of the non-zero genus, one has to use a global coordinate, provided by the Schottky 

uniformization of 𝑋 [7]. Once the action functional is defined, one can quantize the Liouville field theory 

(LFT) using the method of functional integration [4,5,8-10]: 

⟨𝑋⟩ = ∫
𝒞ℳ(𝑋)

𝒟𝜙𝑒−
1

2𝜋ℏ
𝑆[𝜙].

Here 𝑆[𝜙] is the Liouville action functional and the integration goes over 𝒞ℳ(𝑋) — the space of all 

smooth conformal metrics on 𝑋. The quantity ⟨𝑋⟩ has the meaning of a partition function and as such 

plays a normalization role only.  

Objects of fundamental importance in LFT are given by the correlation functions of Liouville vertex 

operators 𝑉𝑎(𝑢) = 𝑒𝑎𝜙(𝑢,𝑢) with different “charges” 𝑎. These correlation functions are essential for

calculating the scattering amplitudes of non-critical bosonic strings [3] as well as for many other 

applications (see e.g. [11,12]). As another example for the importance of these correlation functions, let 

us point out that the probability of 𝑛 point particles colliding and forming a BTZ black hole in 𝐴𝑑𝑆3
reduces to the problem of calculating the 2𝑛-point correlation function of heavy Liouville vertex operator 

on the Schottky double of the time-symmetric slice [13].  

In the so-called “geometric approach” to the quantum Liouville theory, first proposed by Polyakov [14] 

and later developed by Takhtajan [4,5,8-10], the summation over smooth metrics with the insertion of 

vertex operators should be equivalent to the summation over metrics with singularities at the insertion 

points, without the insertion of the vertex operators! In other words, (un-normalized) correlation functions 

of Liouville vertex operators on the Riemann surface 𝑋 are defined by 

(1)⟨𝑉𝑎1(𝑥1)…𝑉𝑎𝑛(𝑥𝑛)⟩ = ∫
𝒞ℳ𝒂(𝑋)

𝒟𝜙𝑒−
1

2𝜋ℏ
𝒮𝒂[𝜙],

where 𝒞ℳ𝒂(𝑋) is the space of all smooth conformal metrics on 𝑋𝑟𝑒𝑔: = 𝑋\{𝑥1, … , 𝑥𝑛} which have

conical singularities at the insertion points and 𝒮𝒂[𝜙] is the appropriate Liouville action functional that

needs to be defined. Note that in the classical limit, the correlation function ⟨𝑉𝑎1(𝑥1)…𝑉𝑎𝑛(𝑥𝑛)⟩ is

dominated by the exponential of the classical Liouville action 𝒮𝒂[𝜑] where 𝜑:= 𝜙𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙.

Therefore, for the special values of “charges” 𝑎𝑖ℏ = 1 −
1

𝑚𝑖
, 2 ≤ 𝑚𝑖 ≤ ∞, the correlation function

⟨𝑉𝑎1(𝑥1)…𝑉𝑎𝑛(𝑥𝑛)⟩ is equivalent to the partition function ⟨𝑂⟩ of the LFT on a (possibly punctured)

orbifold RS 𝑂 of type (𝑔;𝑚1, … ,𝑚𝑛𝑒; 𝑛𝑝); here 𝑛𝑒 is the number of orbifold points (i.e. 2 ≤ 𝑚𝑖 < ∞),

𝑛𝑝 is the number of punctures (i.e. 𝑚𝑖 = ∞), and 𝑛 = 𝑛𝑒 + 𝑛𝑝 is the total number of marked points. For

the special case of punctured Riemann surfaces of type (𝑔, 𝑛), the classical Liouville action 𝒮𝒂[𝜑], as

well as its first and second variations, was studied by the authors of [1]. Here, we will generalize their 

results to the case of Riemann orbisurfaces (both compact and with punctures). 

2. Preliminaries

Let 𝑂 be an orbifold RS of type (𝑔 > 1;𝑚1, … ,𝑚𝑛𝑒; 𝑛𝑝) by which we mean an “underlying Riemann

surface” 𝑋 of genus 𝑔 together with a finite set of 𝑛 = 𝑛𝑒 + 𝑛𝑝 marked points and the association of an

order of isotropy 𝑚𝑖 ≥ 2 to each marked point. We denote by 𝒎 the vector (𝑚1, … ,𝑚𝑛) of orders of

isotropy with 2 ≤ 𝑚1 ≤ ⋯ ≤ 𝑚𝑛 (see [15-17] for more details). Since 𝑂 has a non-zero genus, it cannot
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be covered with a single chart and, as mentioned in the introduction, the proper definition of the classical 

Liouville action on 𝑂 requires working with its planar coverings.  

One such planar covering is given by the upper half-plane ℍ which is the universal cover of 𝑂. In this 

case, 𝑂 is given by the orbifold quotient ℍ ΓΤ  where Γ is a cofinite Fuchsian group of first kind with 

signature (𝑔;𝑚1, … ,𝑚𝑛𝑒; 𝑛𝑝). An important property of Γ is that it is isomorphic to the orbifold

fundamental group 𝜋1(𝑂) and has a standard presentation with 2𝑔 hyperbolic generators, 𝑛𝑒 elliptic

generators of orders 𝑚1, … ,𝑚𝑛𝑒 , and 𝑛𝑝 parabolic generators (see [2,18,19] and references therein).

Another important planar covering is provided by the Schottky uniformization of the underlying RS of 𝑂 

(see e.g. [7,19]). Let the underlying RS 𝑋 be given by the quotient Ω ΣΤ  where Ω ⊂ ℂ is the so-called 

region of discontinuity and Σ is the Schottky group of rank 𝑔 > 1 — i.e. a free, finitely generated, strictly 

loxodromic, discrete subgroups of PSL(2, ℂ). A Schottky group Σ with a relation-free system of 

generators 𝐿1, … , 𝐿𝑔 is called marked. Two marked Schottky groups are called equivalent if they are

related by conjugation with Möbius transformations. The set of equivalence classes of marked Schottky 

groups of genus g is called the Schottky space of genus g and will be denoted by 𝔖𝑔. Finally, for every

marked Schottky group, there exists a notion of  fundamental domain 𝒟 ⊂ Ω that is a (connected) region 

in ℂ bounded by 2𝑔 disjoint Jordan curves 𝐶1, … , 𝐶𝑔, 𝐶1
′ , … , 𝐶𝑔

′
 with 𝐶𝑖

′ = −𝐿𝑖(𝐶𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑔.

Consider the covering map 𝜋Σ: Ω → 𝑋. By inserting punctures/conical points of the same order at the

locations corresponding to all pre-images 𝑤𝑗 ∈ 𝜋Σ
−1(𝑥𝑖) of each marked point 𝑥𝑖(𝑖 = 1,… , 𝑛), we get a

planar orbifold RS Ω
⋏

 which covers 𝑂 — i.e. 𝑂 ≅ Ω
⋏

/Σ [20]. We will also denote the restriction of  Ω
⋏

 to 

the fundamental domain with 𝒟
⋏

. Note that since ℍ is the universal cover of 𝑂, the planar orbifold RS Ω
⋏

 

itself will admit ℍ as its universal cover; we denote this covering by 𝐽:ℍ → Ω
⋏

. The covering map 𝐽 

effectively describes the Fuchsian uniformization of Ω
⋏

 and its behavior near marked points will play an 

essential role in our study. Finally, following the same method as in [1, Sec. 2.3], we can define the 

generalized Schottky space 𝔖𝑔,𝑛(𝒎) of Riemann orbisurfaces of type (𝑔;𝑚1, … ,𝑚𝑛𝑒; 𝑛𝑝) as a

holomorphic fibaration ȷ: 𝔖𝑔,𝑛(𝒎) → 𝔖𝑔 with fibers that are configuration spaces of 𝑛 = 𝑛𝑒 + 𝑛𝑝
labeled points.   

3. Kähler Potentials for Takhtajan-Zograf Metrics

The Kähler potentials for the i-th elliptic Takhtajan-Zograf (TZ) metric [2], 𝜔𝑇𝑍,𝑖
𝑒𝑙𝑙 , and j-th cuspidal TZ 

metric [21,22], 𝜔𝑇𝑍,𝑗
𝑐𝑢𝑠𝑝

, on 𝔖𝑔,𝑛(𝒎) can be expressed explicitly using formulas provided in references

[1,2]. These formulas depend on the first Fourier coefficients of the Fourier expansions of 𝐽:ℍ → Ω
⋏

 at 

the i-th orbifold point and j-th puncture, respectively. More specifically, we have 𝗁𝑖 = |𝐽1
(𝑖)|

2
𝑚𝑖(𝑖 =

1,… , 𝑛𝑒), 𝗁𝑗 = |𝐽1
(𝑗)|2(𝑗 = 𝑛𝑒 + 1,… , 𝑛 − 1), and 𝗁𝑛 = |𝐽−1

(𝑛)|2. Now, let ℒ𝑘 be the k-th relative

dualizing sheaf on 𝔖𝑔,𝑛(𝒎) (see [1, Sec. 3.2]). It turns out that the quantities 𝗁𝑖
𝑚𝑖(𝑖 = 1,… , 𝑛𝑒) and

𝗁𝑗(𝑗 = 𝑛𝑒 + 1,… , 𝑛) determine Hermitian metrics in the holomorphic line bundles ℒ𝑘, 𝑘 = 1,… , 𝑛 (see

[20,1]). 

4. Classical Liouville Action
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Let Σ be a marked normalized Schottky group of rank 𝑔 1 which uniformizes the underlying RS of 𝑂. 

The classical Liouville action for such a closed RS was defined in [7] as (also see [10]) 

(2)𝑆 𝜑
ξ 1

2 𝒟 𝑤𝜑
2 𝑒𝜑 𝑑𝑤 𝑑𝑤

ξ 1

2 𝑘 2

𝑔

𝐶𝑘
𝜃𝐿𝑘

1 𝜑

where 𝒟 is the fundamental domain of the marked Schottky group Σ, 𝒟
𝑘 1

𝑔

𝐶𝑘 𝐶𝐾
′ ,

𝜃
𝐿𝑘

1 𝜑 𝜑
1
2
log 𝐿𝑘

′ 2
log 𝑙𝑘

2
൮
𝐿𝑘
′′

𝐿𝑘
′
𝑑𝑤

𝐿′′𝑘

𝐿′𝑘

𝑑𝑤൲ for𝑘 2 𝑔

and 𝑙𝑘 is the lower left-hand element in the matrix representation of 𝐿𝑘. This classical Liouville action is

independent of the choice of a fundamental domain 𝒟 for Σ and determines a smooth function on 𝔖𝑔.

In order to define the classical Liouville action on 𝒟 Ω, one needs to regularize the area integral in (2) 

which diverges due to the asymptotic behavior of 𝜑 near marked points 𝑤𝑖. We do this in the same way

as in genus 0 case (see [6,23]): 

(3)𝑆𝒎 𝜑 𝑆𝒟𝑟𝑒𝑔 𝜑
ඥ 1
2 𝑘 2

𝑔

𝐶𝑘
𝜃
𝐿𝑘

1 𝜑

Here 

𝑆𝒟𝑟𝑒𝑔 𝜑 𝑙𝑖𝑚
𝜖 0

ඥ 1
2 𝒟𝜖 𝑤𝜑

2
𝑒𝜑 𝑑𝑤 𝑑𝑤

ඥ 1
2 𝑗 1

𝑛𝑒

1
1
𝑚𝑗

𝐶𝑗
𝜖𝜑

𝑑𝑤
𝑤 𝑤𝑗

𝑑𝑤
𝑤 𝑤𝑗

2𝜋
𝑗 1

𝑛𝑒

1
1

𝑚𝑗

2log𝜖 2𝜋𝑛𝑝 𝜖 2log log𝜖

𝐶𝑗
𝜖 𝑤 𝑤 𝑤𝑖 𝜖 , and 𝒟𝜖 𝒟

𝑖 1

𝑛

𝐷𝑖
𝜖
 where 𝐷𝑖

𝜖 𝑤 𝑤 𝑤𝑖 𝜖 . This regularization 

provides a “modular anomaly” for the Liouville action which means that 𝑆𝒎 𝜑  depends on the choice of

representatives in Σ 𝑤1 𝑤𝑛  and no longer determines a function on the Schottky space 𝔖𝑔 𝑛 𝒎  (see

[20,1]). The more precise statement is that the regularized Liouville action 𝑆𝒎 𝜑  determines a Hermitian

metric 𝑒𝑆𝒎 𝜑 𝜋 in the holomorphic ℚ-line bundle ℒ ℒ1
ℎ1 ℒ𝑛

ℎ𝑛 over 𝔖𝑔 𝑛 𝒎  (see [20]). Here,

ℎ𝑖 1 1

𝑚𝑖
2 denotes the conformal weight of the Liouville vertex operator corresponding to the i-th 

marked point. 

5. Results and Discussion

Let us define 𝖧 𝗁1
ℎ1𝑚1 𝗁𝑛𝑒

ℎ𝑛𝑒𝑚𝑛𝑒𝗁𝑛𝑒 1 𝗁𝑛; it follows from the discussion of Sec.3 that 𝖧 defines a

Hermitian metric in the holomorphic ℚ-line bundle ℒ. Combining this fact with the discussion of Sec.4, 

we conclude that the combination 𝒮𝒎 𝑆𝒎 𝜋log𝖧 determines a smooth real-valued function on

𝔖𝑔 𝑛 𝒎 . This means that exp
1

2𝜋
𝒮𝒎 𝜑  gives the correct classical contribution to the correlation

function (1) of heavy Liouville vertex operators and the invariance of the action 𝒮𝒎 𝜑  under the

permutation of marked points with the same order of isotropy is consistent with the physical requirement 

of indistinguishability of vertex operators with the same conformal weight. 

Theorem ([20]). Let  and  be the (1,0) and (0,1) components of the de Rham differential on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎 .

The following statements hold. 
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(i) The function 𝒮𝒎 𝜑  on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎  satisfies 𝒮𝒎 2ℛ where ℛ is a (1,0)-form on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎 .

(ii) The function 𝒮𝒎 𝜑  on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎  is a potential for the special combination of Weil-Petersson and

Takhtajan-Zograf metrics: 

𝒮𝒎 2ξ 1ቆ𝜔𝑊𝑃

4𝜋2

3
𝜔𝑇𝑍
𝑐𝑢𝑠𝑝 𝜋

2 𝑖 1

𝑛𝑒

𝑚𝑖ℎ𝑖𝜔𝑇𝑍 𝑖
𝑒𝑙𝑙 ቇ

Some remarks are in order: 1- The (1,0)-form ℛ is constructed from a combination of so-called “accessory 

parameters” and “auxiliary parameters” (see [1,6,12,20] for definitions and more details). 

2- The symplectic form 𝜔𝑇𝑍
𝑐𝑢𝑠𝑝

on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎  is defined as the sum 𝜔𝑇𝑍 1
𝑐𝑢𝑠𝑝 𝜔𝑇𝑍 𝑛𝑝

𝑐𝑢𝑠𝑝
. 3- The special 

combination of WP and TZ metrics in the above theorem, with the overall factor of 
1

12𝜋
, is precisely the 

one that appears in the local index theorem for families on orbifold RS for 𝑘 0 1 (see [2, Theorem 2]). 

This last remark is consistent with the fact that the Hodge line bundle is holomorphically trivial over 

𝔖𝑔 𝑛 𝒎  and suggests that a generalization of Zograf’s theorem in [24, Sec.3] is true for the case of orbifold

RS. More concretely, we suggest that the function 𝒮𝒎 𝜑  on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎  determines a holomorphic ℚ-line

bundle 𝜆𝑆𝑐ℎ on the moduli space 𝔐𝑔 𝑛 𝒎  of Riemann orbisurfaces of type 𝑔 1 𝑚1 𝑚𝑛𝑒 𝑛𝑝  with

Hermitian metric 𝑆𝑐ℎ, where 1 1 𝑆𝑐ℎ exp 𝒮𝒎 12𝜋  (here 1 is understood as the corresponding

section of the trivial line bundle on 𝔖𝑔 𝑛 𝒎 ). The Hermitian ℚ-line bundle (𝜆𝑆𝑐ℎ 𝑆𝑐ℎ)is isometrically

isomorphic to the Hodge line bundle equipped with Quillen’s metric over 𝔐𝑔 𝑛 𝒎 . This is consistent with

the expectations from scattering amplitudes of string theory (see e.g. [25]). 
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 چكیده
ر نظر گرفتن ایم. با دو عملگرهای ناهمدوس را معرفی کرده هاسپس در ساختار جدید، حالت ایم وی کردهرا معرف ی کوانتومی تعمیم یافتهمفهوم همدوسدر این مقاله 
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Abstract 
 

We have introduced the concept of generalized quantum coherence, and within the generalized structure, we have 

defined incoherent states and incoherent operations. Then by considering a qutrit system (a Λ-shapa atom), we 

have shown that, starting from the maximally coherent state, by applying incoherent operations, any arbitrary 

qutrit  state can be constructed, and in this way we have explained the connection between generalized coherence 
and source theory of coherence. 
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 مهمقد
همدوسی کوانتومی یکی از مفاهیم اساسی و بنیادی مکانیک      

مکانیک کوانتومی، به آن پرداخته کوانتومی است که از ابتدای تولد 

های مجاز وقتی یک سیستم کوانتومی در برهمنی از حالت شده است.

شود و وقتی سیستم، همدوس گفته می خود قرار گرفته باشد، حالت

های مجاز باشد، حالت سیستم به صورت توزیع آماری از حالت

شود. به عبارت دیگر اگر ماتریس چگالی یک ناهمدوس خوانده می

سیستم قطری باشد، حالت ناهمدوس است و وجود عناصر غیر 

قطری به معنای وجود همدوسی است. بدیهی است که با این 

وسی کوانتومی یک ویژگیِ وابسته به پایه است، مثلا توصیف، همد

⟨±|های کوانتومی حالت =
1

√2
(|0〉 + های بت به پایهنس (〈1|

{|0〉, ,〈+|}های همدوس است ولی نسبت به پایه {〈1| |−〉} 

با این که آشنایی با مفهوم همدوسی قدمت طولانی  ناهمدوس است.

برای کمی کردن همدوسی ها برای ارایه معیاری دارد اما اولین تلاش

گردد های اخیر باز میو پرداختن به آن از دیدگاه نظریه منبع، به سال

[. در رویکرد نظریه منبع، همدوسی به عنوان یک ویژگی از ۱-۲]

رود با انجام اَعمال شود که انتظار میهای کوانتومی معرفی میسیستم

اَعمال در این راستا  ن نباشد.قابل به وجود آمد ،کلاسیکی

توانند همدوسی )عملگرهای( ناهمدوس، اعمالی هستند که نمی

همدوس، حالتی است که با انجام حالت بیشهمچنین تولید کنند و 
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اعمالِ ناهمدوس بر روی آن، بتوان هر حالت دلخواهی را تولید کرد 

های متعددی برای کمی کردن میزان همدوسی یک حالت معیار[. ۲]

ها بر مبنای اند ولیکن دسته مهمی از این معیارکوانتومی معرفی شده

ی حالت شود که کمترین فاصلهنشان داده میاند. فاصله تعریف شده

های ناهمدوس، معیار مناسبی برای حالت کوانتومی از مجموعه

 [:۲سنجش میزان همدوسی آن است ]

𝐶(𝜌) = min
𝜎∈𝐼

𝐷(𝜌, 𝜎) (۱                )                               

های ناهمدوس است. به ازای برخی که در آن  بیانگر مجموعه حالت

توان نشان داد و آنتروپی نسبی، می 𝑙1ی ها، همچون فاصلهاز سنجه

اتخاذ  𝜌ی ی کاملا وادوس شدهی فوق به ازای نسخهکه کمینه

 شود، یعنیمی

𝐶(𝜌) = 𝐷(𝜌,𝒟(𝜌)) (۲                   )                             

 ،  عملگر کاملا ناهمدوس کننده است:𝒟که در آن 

𝒟(𝜌) = ∑ 〈𝑖|𝜌|𝑖〉 |𝑖〉〈𝑖|𝑖 (۳               )                            

شود، بستگی دارد. می ای که هموسی در آن مطالعهو طبیعتا به پایه

گیری ستم پس از اندازهرا به عنوان حالت سی 𝒟(𝜌)توان در واقع می

های آن از گیری که خروجی، قلمداد کرد. یک اندازه{〈𝑖|}ی در پایه

هایی های ناهمدوس آنبا داشتن این عملگر، حالت. اندهم جدا نشده

های کنند، ولی حالتگیری تغییری نمیهستند که پس از این انداز

سوالی ند. شوگیری، کاملا ناهمدوس میهمدوس پس از این اندازه

شود این است که آیا عملا در آزمایشگاه دسترسی که اینجا مطرح می

پذیر ها( امکان〈𝑖|گیریِ دقیقی )یعنی شناختن تک تک به چنین اندازه

افتد؟ است؟ یا اصلا آیا همیشه عملِ وادوسی به همین شکل اتفاق می

 گیریم،به عنوان مثال وقتی یک سیستم دو کیوبیتی را در نظر می

 〈10|از  〈01|ممکن است ذرات مشابه باشند و تمیز دادن حالت 

گیری ما به نحوی باشد که اصلا پذیر نباشد. یا ابزار اندازعملا امکان

امکان تشخیص برخی از عناصر غیرقطری را نداشته باشیم. در این 

های ناهمدوس و عملگرهای ناهمدوس به چه صورت شرایط حالت

همدوسی داشت توان حالت بیشهم می بازو آیا  شوند؟تعریف می

های ناهمدوس بر روی آن، بتوان هر حالتِ که با اِعمال عملگر

 دلخواهی را ساخت؟

ها پرداخته خواهد که در این مقاله به آنها سوالاتی هستند این     

یافته را به عنوان تعمیمی از شد. در بخش بعد همدوسی تعمیم

های ده و سپس به تعریف حالتهمدوسیِ متعارف، تعریف کر

پردازیم. پس از آن، برای های ناهمدوس میناهمدوس و عملگر

همدوس را معرفی کرده و نشان های سه ترازی، حالت بیشسیستم

دهیم که ساخت هر حالت دلخواهی با شروع کردن از آن و انجام می

ی بندپذیر است. نهایتا مقاله را با جمععملگرهای ناهمدوس امکان

 رسانیم.گیری به پایان مینتیجه و

 

 یافتههمدوسی تعمیم
در دسترس است،  {𝑃𝐵}های تصویری گیریفرض کنید اندازه     

𝑃𝐵که 
2 = 𝑃𝐵  و∑ 𝑃𝐵𝐵 = 𝐼 ۱ها لزوما برابر با و رنکِ عملگر 

 نیست. در این حالت، عملگر وادوس کننده به صورت 

𝔇(𝜌) = ∑ 𝑃𝐵𝜌𝑃𝐵𝐵 (۴                                               )  

شود و هر حالت کوانتومی که تحت تاثیر این عمگر تغییر تعریف می

شود یک حالت به سادگی دیده میشود. نکند، ناهمدوس خوانده می

, 𝜌] ناهمدوس است اگر و فقط اگر  𝑃𝐵] = 0 ∀𝐵 .  ،با این تعریف

هایی که با وس به شکل بلوک قطری هستند، بلوکهای ناهمدحالت

شوند. ها مشخص می-𝑃𝐵های زیر فضای جاروب شده توسط پایه

 های ناهمدوس، یککه فضای حالت کرد توان بررسیبه راحتی می

 نشان می دهیم. ℐآن را با  فضای محدب است که

مجددا عملگرهای ناهمدوس را به صورت عملگرهایی تعریف      

نگارند، یعنی برای را به خودش می ℐی کنیم که مجموعهمی

های اکیدا عملگر کنند.های ناهمدوس، همدوسی تولید نمیحالت

های کراوس هایی هستند که تمامی عملگرناهمدوس نیز عملگر

 ها، ناهمدوس هستند.مربوط به آن

میزان همدوسیِ یک حالت دلخواه را به صورت با این تعاریف،      

 کنیم:اش تعریف میی وادوس شدهی آن از نسخهصلهفا

𝐶(𝜌) = 𝐷(𝜌,𝔇(𝜌)) (۵                                               )  

شود این است که در این رویکرد حال سوالاتی که مطرح می     

تعمیم یافته، شکل کلی عملگرهای ناهمدوس به چه صورت است؟ 

های بل، با شروع کردن از حالتتوان مانند قآیا باز هم می

( را بیشینه ۵) هایی که مقدار همدوسی رابطههمدوس )حالتبیش

حالت دلخواهی را  کنند( و استفاده از عملگرهای ناهمدوس، هرمی

 ساخت؟
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کنیم به در ادامه با در نظر گرفتن یک سیستم کیوتریتی سعی می     

( را ۵( و )۴روابط ) این سوالات پاسخ دهیم و تعارف ارایه شده در

 تر سازیم.روشن

 

 های ناهمدوسها و عملگرحالت
اش با های انرژیشکل را در نظر بگیرید که تراز–Λیک اتم      

{|1〉, |1′〉, دو تراز  〈′1|و  〈1|در اینجا شوند. نشان داده می {〈2|

است که  تراز برانگیخته 〈2|انرژی بسیار نزدیک به هم هستند و 

دارد. همچنین فرض کنید  〈′1|و  〈1|ای با قابل ملاحظه یفاصله

 〈′1|و  〈1|را از  〈2|تواند حالت که در اختیار است می گیریاندازه

 کند:را از هم جدا نمی 〈′1|و  〈1|تمیز دهد اما دو حالت 

𝑃1 = |1〉〈1| + |1
′〉〈1′| (۶                                            )  

𝑃2 = |2〉〈2| (۷                                                           )  

 شکل کلی حالت ناهمدوس به صورت در این صورت 

𝜌𝑖𝑛𝑐 = (
𝑎 𝑏 0
𝑐 𝑑 0
0 0 𝑒

), (۸                                               )  

 توان آن را به شکلمی صورت نمادیناست و به 

𝜌𝑖𝑛𝑐 = ∑ 𝑞𝐵  𝜌𝐵⊗ |𝐵〉〈𝐵|2
𝐵=1 (۹                                 )  

ماتریس چگالی است  𝜌𝐵ام است، -|𝐵〉〈𝐵|نوشت که بیانگر بلوک 

یک توزیع احتمال است، یعنی  {𝑞𝐵}نشسته است و  𝐵که در بلوک 

 (، باید۹( و )۸برای تطابق روابط )

𝑞1 = 𝑎 + 𝑑,      𝑞2 = 𝑒 = 1 − 𝑎 − 𝑏; (۱۰                     )  

𝜌1 =
1

𝑎+𝑑
(𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

),   𝜌2 = (1); (۱۱                               )  

 ها و انجام محاسبات، هم بیان ساختار(۹رابطه ) نمادگزاری استفاده از

تر ، تعمیم مطالب روشنکند و هم در این نمادگزاریتر میرا راحت

 است.

 

های ناهمدوس، فرض کنید برای مشخص کردن فرم کلی عملگر     

Φ:  𝜌 → ∑ 𝐾𝑚𝜌𝐾𝑚
†

𝑚 در این ناهمدوس است،  اکیدا یک عملگر

𝑚 ،𝐾𝑚ℐ𝐾𝑚صورت باید به ازای هر 
† ⊂ ℐ یعنی عمگر کراوسی ،

های بلوک قطری را خراب ناهمدوس است که ساختار بلوکیِ حالت

ا خوب است که اشاره کنیم که در تعریف تعمیم یافته، نکند. در اینج

 تمام عملگرهای بلوکی یکانی به شکل

𝑈 = ∑ 𝑈𝐵⊗ |𝐵〉〈𝐵|𝐵 (۱۲                                           )  

کنیم که در ای را بیان میدر ادامه قضیه آیند.ناهمدوس به شمار می

 کمک کننده است. مشخص کردن شکل عملگرهای ناهمدوس بسیار 

 

Φ:  𝜌برای این که عملگر  قضیه: → ∑ 𝐾𝑚𝜌𝐾𝑚
†

𝑚  ناهمدوس

,𝑃𝐵]باشد، شرط کافی این است که  𝐾𝑚] = 0  ∀𝐵,𝑚. 

,𝑃𝐵]اگر  برای اثبات باید نشان بدهیم که اثبات: 𝐾𝑚] = ، باشد 0

Φ(𝜌𝑖𝑛𝑐) در این صورت ∈ ℐ .ریف، مطابق با تع خواهد بود

𝜌𝑖𝑛𝑐𝑃𝐵 = 𝑃𝐵𝜌𝑖𝑛𝑐 و لذا 

Φ(𝜌𝑖𝑛𝑐)𝑃𝐵 =∑𝐾𝑚𝜌𝑖𝑛𝑐𝐾𝑚
†

𝑚

 𝑃𝐵 

                 = ∑𝐾𝑚𝜌𝑖𝑛𝑐
𝑚

𝑃𝐵𝐾𝑚
† =∑𝐾𝑚

𝑚

𝑃𝐵𝜌𝑖𝑛𝑐𝐾𝑚
†

 

                    = ∑ 𝑃𝐵𝐾𝑚𝑚 𝜌𝑖𝑛𝑐𝐾𝑚
† = 𝑃𝐵Φ(𝜌𝑖𝑛𝑐) (۱۳         )  

 نیز یک حالت ناهمدوس است. Φ(𝜌𝑖𝑛𝑐)یعنی 

■ 

هایی که در گیریاگر از این قضیه برای سیستم کیوتریتی و اندازه     

( معرفی شدند استفاده کنیم، خواهیم دید که ۷( و )۶روابط )

 های زیر باشند:شکلعملگرهای ناهمدوس بایستی به یکی از 

(
𝐴 𝐵

) , (
𝐴

𝐶

) , (
𝐵

𝐷

) , (

𝐷 𝐶

)

(۱۴) 

، ۲×۱، ۲×۲های به ترتیب ماتریس Dو  Cو  Bو  Aها که در آن

 های صفر هستند.های خالی بلوکهستند و بخش ۱×۲و  ۱×۱

ها و عملگرهای ناهمدوس، نوبت به معرفی پس از معرفی حالت     

رسد، یعنی حالتی که تحت تاثیر عملگر همدوس میحالت بیش

(، بیشترین میزان تغییرات را خواهد داشت. اگر ۴ی )وادوس کننده

ی برای سنجش فاصله استفاده کنیم، با استفاده از رابطه 𝑙1ی از سنجه

 ( مقدار همدوسی هر حالت کوانتومی به صورت ۵)

𝐶𝑙1(𝜌) = |𝜌 − 𝔇(𝜌)|𝑙1 (۱۶         )                                 

 این رابطه به ازای حالتبه دست خواهد آمد. 

|𝜓〉𝑀𝐶 =
1

2
(
1
1

√2
) (۱۷                                                  )  

به صورت زیر،  𝜓〉𝑀𝐶|کند. با نوشتن یمقدار بیشینه خود را اتخاذ م

 تر خواهد بود.روشنی تعمیم آن به سایر ابعاد نحوه
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|𝜓〉𝑀𝐶 =
1

√2
(

1

√2
(
1
1
)

1

) (۱۸                                          )  

 

در ادامه با محاسبات صریح نشان خواهیم داد که با اثر دادن      

توان هر حالت دلخواه عملگرهای ناهمدوس بر روی این حالت، می

ت دیگر به دنبال عملگر ناهمدوس  به عبارتولید کرد. کیوتریتی را 

ℰ(𝜌) = ∑ 𝐾𝑚𝜌𝐾𝑚
†

𝑚  هستیم به نحوی که 

ℰ(|𝜓〉𝑀𝐶〈𝜓|) = |𝜓〉〈𝜓| (۱۹                                        )  

 و در آن

|𝜓〉𝑀𝐶 = 𝛼|1〉 + 𝛼
′|1′〉 + 𝛽|2〉 (۲۰                             )  

برای ساخت چنین عملگری، است. یک حالت دلبخواه کیوتریتی 

ی عملگرهای کراوس کنیم همهعلاوه بر این که درخواست می

( باشند( و شرط نرمال ۱۴ناهمدوس باشند )یعنی به شکل روابط )

∑بودن  𝐾𝑚
†𝐾𝑚𝑚 = 𝐼 کنیم که برقرار باشد، درخواست می𝐾𝑚-

 ی کراوس،ی عملگرهاها به نحوی انتخاب شوند که به ازای همه

  رابطه

𝐾𝑚|𝜓〉𝑀𝐶   ∝ |𝜓〉 (۲۱                                                 )  

این شرط برای ساختن هر حالت دلخواه، منظقی به نظر  .برقرار باشد

(، عملگرهای ۱۴ی )رسد. از بین عملگرهای رابطهمی

(
𝐴 𝐵

)و  (

𝐷 𝐶

بخشی از فضای برداری را به  (

های دلخواه مناسب به نظر نگارند و لذا برای ساختن حالتصفر می

 رسند و تنها عملگرهای  نمی

(
𝐴

𝐶

) , (
𝐵

𝐷

) (۲۲                                    )  

 های دلخواه مناسب هستند.برای ساخت حالت

ه عملگرهای توان بررسی کرد کبا انجام محاسبات صریح می     

 کراوس

𝐾1 =

(

 
 

𝛼

√2
0 0

𝛼′

√2
0 0

0 0
𝛽

2)

 
 
, 𝐾2 =

(

 
 

𝛼

√2
0 0

0
𝛼′

√2
0

0 0
𝛽

2)

 
 
,  

𝐾3 =

(

 
 
0

𝛼

√2
0

𝛼′

√2
0 0

0 0
𝛽

2)

 
 
, 𝐾4 =

(

 
 
0

𝛼

√2
0

0
𝛼′

√2
0

0 0
𝛽

2)

 
 
,   

𝐾5 = (

0 0
𝛼

√2

0 0
𝛼′

√2

𝛽 0 0

) , 𝐾6 = (

0 0
𝛼

√2

0 0
𝛼′

√2

0 𝛽 0

) ; (۲۴  )            

همدوس را به شوند که حالت بیشمنجر به تحول ناهمدوسی می

توان نظریه منبع برای با این نتیجه، می نگارد.می (۲۰)حالت دلبخواه 

همدوسی کوانتومی را به خوبی برای همدوسی تعمیم یافته نیز مطرح 

های ی همدوسی را مطابق با سنجهی حالتی که میزان بیشینهیعنکرد. 

تواند با به کار بستن معرفی شده دارد، همان حالتی است که می

عملگرهای رایگان )ناهمدوس( منجر به تولید هر حالت دلبخواه 

 بشود. 

 

 بندی جمع
. تعمیم یافته معرفی شدکوانتومی در این مقاله مفهموم همدوسی      

توان وضوع به این لحاظ است که همواره نمیاهمیت م

های بسیار دقیق در اختیار داشت. سعی کردیم ارتباط گیریاندازه

ی منبعِ همدوسی منطقی بین تعریف همدوسی تعمیم یافته و نظریه

ها و کوانتومی برقرار کنیم و در این راستا پس از معرفی حالت

همدوس بیشعملگرهای رایگان )ناهمدوس( به معرفی حالت 

پرداختیم و سپس برای یک سیستم کیوتریتی نشان دادیم که با اِعمال 

توان هر می همدوس،عملگرهای ناهمدوس بر روی حالتِ بیش

دهد که همدوسیِ حالت دلخواهی را ساخت و این نتیجه نشان می

تواند به عنوان یک منبعِ کوانتومی قلمداد شود. اما تعمیم یافته نیز می

برای هر سیستم دلخواهی و ی به دست آمده نتیجهل که آیا این سوا

 ی استیز صادق است یا خیر، بحثیری دلخواهی نگرای هر اندازهب

[ سعی ۳در مرجع ]و  ین مقاله نیستدر ان آکه مجال پرداختن به 

 م دادن نتایج این مقاله، به آن پرداخته شود. یشده است با تعم
 هارجعم
 

[1] T. Baumgratz, M. Cramer, and M. B. Plenio, Phys. Rev. Lett. 113, 

140401 (2014) 
[2] J. Aberg, arXiv:quant-ph/0612146, (2006). 

[3] A. Mani, F. Rezazadeh,and V. Karimipour, arXiv:2302.13148.  
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  چكيده
شوينگر براي  –ن در اين مقاله عملگر يكاني تبديل باريكه شكاف اپتيكي بدون اتلاف را استخراج مي كنيم. روش معمول استخراج اين عملگر كاربرد نمايش جرد

با فرض داشتن تبديل تنها با استفاده از روش انتگرال گيري در حاصلضرب هاي مرتب و  جار اينزاويه اي برحسب دو عملگر بوزوني است. داندازه حركت 

  د. تبديل باريكه شكاف محاسبه مي شو مستقيما برحسب ماتريسيكاني مطلوب ر نمايش هايزنبرگ تبديل دبه باريكه شكاف هاي ورودي بوزوني مدعملگرهاي 

  

 باريكه شكاف، تبديل يكاني، نمايش گروه لي،  كليد واژه ها :

  

Unitary transformation in beams splitter 
 

Gholami,  Nafiseh1; Ahmadi, Elnaz1; Bazrafkan, Mohammad reza1  
 

1 Physics group, Imam Khomeini International University, Qazvin  
 

Abstract  
 

In this paper, we derive the unitary transformation operator of the lossless optical beam splitter. The usual 
method of deriving this operator is the application of the Jordan-Schwinger representation for the angular 
momentum in terms of two bosonic operators. Here, using the method of integration in ordered products and 
assuming only the transformation of the boson operators of the input modes in abeam splitter in the Heisenberg 
representation, the desired unitary transformation is calculated directly in terms of the beam splitter 
transformation matrix.  
  
key words: beam splitter,  unitary transformation, Lie group representation 
 

   قدمهم

هاي بدون اتلاف با يك ماتريس در اپتيك، باريكه شكاف     

تبديل يكاني 2 2T   كه دامنه هاي مختلط وروديs و خروجي 

r را با رابطه خطي زير  

)١(r r s ss T r2
,1 1,2    

. بنابراين باريكه شكاف ]١[شوندبه هم مربوط مي كند توصيف مي

گروه يكانيها تحقق فيزيكي  2u ستند. يك باريكه شكاف ه

طور كه در توصيف كلاسيك قادر به تبديل حالت كلاسيكي  همان

تواند حالت جفت باريكه ورودي است در توصيف كوانتمي نيز مي

، متناظر با   Ûكوانتمي جفت باريكه ورودي را با يك تبديل يكاني

1ماتريس تبديل مذكور، تغيير دهد. اگر 2ˆ ˆ,a a  عملگرهاي فناي
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) براي هر ١باريكه هاي ورودي باشند براي آنكه رابطه كلاسيكي (

  جفت حالت همدوس ورودي درست باشد بايد

)٢ (r T r s sT sU a U T a r2�
,1

ˆ ˆˆ ˆ , 1,2 
اين رابطه مانند رابطه تبديل عملگرها در نمايش هايزنبرگ تفسير 

ايش شرودينگر نياز به شود. براي محاسبه تبديل حالت در نممي

استخراج تبديل يكاني داريم.  T̂Uشكل صريح عملگر تبديل

حالت كوانتمي در باريكه شكاف ها معمولا با توجه به اين فرض 

گيرد كه گروه يكاني تبديلات كوانتمي بايد نمايشي از صورت مي

گروه يكاني 2u   .با اين وجود اغلب درك درست الزام باشد

اين هم ساختاري رياضي ساده نيست. با توجه به اينكه هر ماتريس 

2يكاني 2  را مي توان به شكل زير نوشت  

)٣(   r r rr
iT 3

0exp , ,2       

كه در آن 0 ماتريس واحد و بقيه r  ها ماتريس هاي پائولي

اين است كه مولدهاي گروه لي  ]٢[هستند، رهيافت تئوري گروه

تبديلات يكاني   2T̂ T u
U


را چنان بيابيم كه جبرهاي لي هم  

ساختار باشند. اگر عملگرهاي هرميتي 3 0t̂ t
J


را به شكل زير   

   معرفي كنيم  

)٤( t r t sr s
r s

J a a t�
,

,

1ˆ ˆ ˆ , 0,1,2, 32    

سادگي مي توان نشان ه از روابط جابجايي ماتريس هاي پائولي ب

داد روابط جابجايي زير كه هم ساختاري جبرهاي لي را را تضمين 

  كنند مي

0 , ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0, , , , 1,2, 3r r s r s t tJ J J J i J r s        
) اگرچه دقيقا روابط جابجاگري مطلوب ٤برقرار هستند. مولدهاي (

رسد. رفي آنها رمزآلود به نظر ميرا برقرار مي كنند ولي فرايند مع

ضرب هاي  در اينجا با استفاده از تكنيك انتگرال گيري در حاصل

روش ساده تري براي بناي تبديل يكاني حالت ارائه  ]٣[مرتب 

  كنيم. مي

  

  تبديل حالت هاي همدوس

 ري،) و فرض معكوس پذي٢ابتدا تنها با استفاده از رابطه تبديلي (

�
�ˆ ˆ
T TU Uدهيم كه حالت هاي همدوس جفت ، نشان مي

شوند، ) تبديل مي١باريكه ورودي تحت تبديل با قاعده كلاسيك (

  يعني

)٥(T r r s ssU T2
1 2 1 2 ,1

ˆ , , ,       
  ]٤[با استفاده از اتحاد 

   
1 1 2 21 1 2 2

� �2
1 1 1 2 2 21 2

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a a a a

    

       

 

     
  

كه در آن    به معني مرتب سازي پاد نرمال است و بسط فوريه

  توابع دلتاي ديراك داريم

)٦(          k kk k k kkk z az ad z d z e e
�2 2 ˆˆ1 2ˆ   

      

�اكنون با استفاده از تبديل
,ˆ ˆˆ ˆT r s s rT sU a U a T    كه از ،

�فرض
�ˆ ˆ
T TU U هايآيد، و تغيير متغيربدست مي  

, ,, ,k k k kkv T z T      

kو تساوي k k kk kz v     كه نتيجه يكاني بودن

  آوريم ) است حالت خروجي را بدست مي١(ماتريس تبديل

   �2 2 ˆˆ
� 1 2ˆ ˆˆ .

v av a
T T

d v d vU U e e


  


  


  

 
     

 


حالت ورودي ) مشاهده مي شود كه ٦با مقايسه اين نتيجه با (

  ) تبديل مي شود٥تحت تبديل با قاعده كلاسيك (
�

1 2 1 2 1 2 1 2ˆ ˆ, , , , .T TU U         

  

  راج عملگر تبديلاستخ

متناظر با يك باريكه   T̂Uدر اين بخش مستقيما تبديل يكاني

آوريم. روش محاسبه را بدست مي  Tشكاف با ماتريس تبديل

� ) و٢تنها به فرض (
�ˆ ˆ
T TU U  متكي است. با استفاده از رابطه

  توان نوشت ) مي٥} و نتيجه (٤حالت هاي همدوس {بستاري 
2 2

1 2
1 2 1 2

2 2
1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ , , ,

, , ,

T T
d dU U

d d

      
      





 

 
 

 

  

r,كه در آن r s ssT   است. با توجه به تعريف حالت-

 هاي همدوس به عنوان انتقال يافته حالت پايه و اتحاد
�̂ˆ0 0 : :a ae ٤[توان نوشتمي[ 
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   

 

2 2 2 2
1 2 1 2

� �� � 1 21 21 2 1 1 2 21 2

1 1
2 21 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

, ,

: :a a a aa a a a

e e

e e e

   

   

   
 

   

  

                                                                                                                              

:كه در آن   با توجه به يكانيبه معني مرتب سازي نرمال است.   :

  شود تساوي بالا به شكل زير نوشته مي Tبودن ماتريس تبديل

  

 

2 �
1 ,1 1 1 1

2 � � �2 ,2 2 2 2
1 21 2

ˆ ˆ
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

, , :

:

r r
r

r r
r

a T a

a T a a a a a

e

e e

  

  

   




      

        





  

ه رسيم كه بضرب دو انتگرال گوسي زير مي بنابراين به حاصل 

  شوندسادگي محاسبه مي

 

2 �
1 ,1 1 1 1

� � �,2 2 2 22 1 21 22

2 ˆ ˆ
1

2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ :

:

r r
r

r r
r

a T a
T

a T a a a a a

dU e

d e e e

  

 












      

        


 











  

 �
, ,

,
ˆ ˆ

ˆ : :
r r s r s s

r s
a T a

TU e


   

 
كه در آن ]٥[ده از اتحاد زير اكنون با استفا ,r s   يك ماتريس

 مربعي است

� �
, ,

, ,
ˆ ˆ ˆ ˆexp : exp 1 :r r s s r sr s

r s r s
a a a e a

                    
 

2و با توجه به اينكه هر ماتريس يكاني 2  را مي توان به شكل

  ) نوشت عملگر يكاني تبديل با رابطه زير مشخص مي شود  ٣(

 3 �
,0

,

ˆ ˆ ˆexp 2T t r t sr st
r s

iU a a 

      
  

 
  با تعريف عملگرهاي زير بر فضاي هيلبرت ميدان دو مدي

  �
,,

1ˆ ˆ ˆ ,2t r t sr sr sJ a a   

 مشخص مي شود كه 

 3
0

ˆ ˆexp .T t ttU i J 
يعني  3 0t̂ t

J


مولد هاي گروه لي تبديلات باريكه شكاف  

است  هستند. به اين شكل نه تنها عملگر يكاني تبديل بدست آمده

-طور بديهي مشخص ميه بلكه مولدهاي گروه لي متناظر هم ب

  شوند. 

  

   گيرينتيجه

روش معمول براي پيدا كردن عملگر تبديل يكاني براي باريكه      

شوينگر عملگر اندازه -شكاف بدون اتلاف كاربرد نمايش جردن

حركت زاويه اي برحسب دو عملگر بوزوني نظير مدهاي ورودي 

با اين وجود اين روش نياز به درك  . مي باشد به باريكه شكاف

اين قضيه دارد كه عملگرهاي تبديل بر فضاي هيلبرت باريكه هاي 

ورودي بايد نمايشي از گروه 2u  باشند. در اين مقاله بدون

استفاده از رياضيات گروه هاي لي و نظريه نمايش اين گروه ها با 

اين تبديل بدست آمد. نكته اصلي كاربرد روش ترين فرض ها ساده

ل ئهاي مرتب است كه در مساضرب گيري درون حاصل انتگرال

  مشابه زيادي نيز بكار رفته است. 
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 چکیده 
کنند که استخراج آن حالت تنها با همکاري  ها هستند که یک حالت کوانتمی را به شکلی بین چند گیرنده تقسیم میاي از الگوریتمهاي توزیع رمز کوانتمی دستهالگوریتم

هاي کوانتمی  توان با استفاده از ولگشت توزیع رمز کوانتمی را می  )  3,2(با شماي  نشان خواهیم داد یک الگوریتمر در این نوشتاها ممکن باشد. عده مشخصی از گیرنده 
 سازي کرد. پیاده 

 
 کوانتمی  هاي تصادفیتوزیع رمز کوانتمی، ولگشت،  : محاسبات کوانتمی کلید واژه ها

 

Implementing a (3,2) quantum secret sharing schema using quantum walks 
 

Shafaie Ardakani, Arash1; Majd, Nayereh1 
 

1 School of Engineering Science, University of Tehran, Tehran 
 

Abstract 
 

Quantum secret sharing algorithms are algorithms used to share a quantum state amongst several receivers so 
that it may only be retrieved via the cooperation of a certain number of said receivers. In this text we will show 
that a (3,2) quantum secret sharing schema can be implemented using quantum walks. 
  
key words: Quantum computation, Quantum secret sharing, Quantum random walks 
 

 قدمهم
ها هستند که براي  اي از الگوریتمهاي توزیع رمز دستهالگوریتم     

روند، به طوري که دسترسی  گیرنده به کار می 𝑛𝑛توزیع یک رمز بین  
به رمز تنها با همکاري تعداد مشخصی از گیرندگان ممکن باشد. به  

 𝑛𝑛رمز را چنان بین    (𝑚𝑚,𝑛𝑛)طور خاص، یک الگوریتم توزیع رمز  
اي  کنند که رمز را تنها بتوان با همکاري زیرمجموعهگیرنده توزیع می

تر نباشد استخراج کرد. علاوه بر  کم 𝑚𝑚از گیرندگان که اندازه آن از  
تر از  اي با اندازه کماین، هدف آن است که، به ازاي هر زیرمجموعه

𝑚𝑚  .هاي  الگوریتمدر   [1] هیچ جزئی از رمز نیز قابل دستیابی نباشد
چنان بین چندین    ⟨Ψ|، یک حالت کوانتمی (رمز)  توزیع رمز کوانتمی

 .ها قابل استخراج باشد کاري آنشود که تنها با همگیرنده توزیع می
[2] [3] 

 
هاي توزیع رمز کوانتمی از طریق  هدف این نوشتار بررسی الگوریتم

ست. به طور خاص، تمرکز گشت کوانتمیایی بر پایه ولهالگوریتم
دربر   شده  معرفی  رمز  توزیع  ساختار  اساس  [4]  تشکیل  بر 
 . هاي کوانتمی خواهد بودگشتول

 
 

از دید کلاسیک، ولگشت تصادفی فرایندیست روي یک گراف       
که طی آن یک «ولگرد» از گرهی در گراف حرکت خود را آغاز کرده  
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هاي مجاور حرکت  بر مبناي احتمالاتی به یکی از گره و در هر نوبت
هاي  توان در الگوریتمهاي تصادفی کلاسیک میکند. از ولگشتمی

هاي  ها، و همچنین الگوریتمنتوركها و  بسیاري براي تحلیل گراف
ترین نوع  براي منظورهاي عمومی استفاده کرد. به طور خاص، ساده

هایی  شود. طبعا در چنین سیستمولگشت تصادفی روي خط انجام می
 توان تنها با یک عدد صحیح نمایش داد. مکان ولگرد را می

سیستم میدر  کوانتمی  ولهاي  مشابهی  روش  به  هاي  گشتتوان 
تعریف کرد. را  دقیق  [5] کوانتمی  طور  دستگاه  به  ساختار یک  تر، 

 گیریم. ) در نظر می1ولگشت کوانتمی را به صورت رابطه ( 

)1 ( |𝜳𝜳𝟎𝟎⟩ = �𝒔𝒔𝒑𝒑�⊗��𝒔𝒔𝒄𝒄𝒊𝒊 �
𝒍𝒍

𝒊𝒊=𝟏𝟏

 

 
) و  ⟨𝑠𝑠𝑝𝑝|( ولگرد  در این رابطه حالت کلی سیستم شامل حالت مکان

حالت   ( تعدادي  ;�𝑠𝑠𝑐𝑐𝑖𝑖�«سکه»  𝑖𝑖 ∈ [1, 𝑙𝑙]سکه است.  حالات  )  ها 
.  ی حرکت هستندصادفاي هستند که، در هر نوبت، عامل تکوانتمی

«انداخته» شده و جهت    هااین سکه کوانتمی خاصی  عملگر  تحت 
آن  ولگرد  حرکت نهایی  حالت  اساس  می  ها بر  در    شود.مشخص 

از  ول متشکل  انداخت  𝑙𝑙گشتی  از  منتج  یکانی  تبدیل  و  سکه،  ن 
 ) خواهد بود. 2ام مطابق رابطه ( -𝑚𝑚جایی بر اساس سکه  جابه

)2 ( 

𝝐𝝐𝒎𝒎 = 
�𝓢𝓢𝒎𝒎 ⊗𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒎𝒎−𝟏𝟏 𝕀𝕀𝒊𝒊 ⊗ |𝟎𝟎⟩𝒎𝒎⟨𝟎𝟎|⊗𝒌𝒌=𝒎𝒎+𝟏𝟏
𝑴𝑴 𝕀𝕀𝒌𝒌

+ 𝓢𝓢𝒎𝒎
† ⊗𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒎𝒎−𝟏𝟏 𝕀𝕀𝒊𝒊
⊗ |𝟏𝟏⟩𝒎𝒎⟨𝟏𝟏|⊗𝒌𝒌=𝒎𝒎+𝟏𝟏

𝑴𝑴 𝕀𝕀𝒌𝒌��𝕀𝕀𝒑𝒑 ⊗𝒊𝒊=𝟏𝟏
𝒎𝒎−𝟏𝟏 𝕀𝕀𝒊𝒊

⊗ ℂ𝒎𝒎⊗𝒌𝒌=𝒎𝒎+𝟏𝟏
𝑴𝑴 𝕀𝕀𝒌𝒌� 

)3 ( 𝒮𝒮 = �|𝑥𝑥 + 1⟩⟨𝑥𝑥|
𝑥𝑥

, 𝒮𝒮† = �|𝑥𝑥 − 1⟩⟨𝑥𝑥|
𝑥𝑥

 

 
رابطه   این  ترتیب، عمل𝒮𝒮𝑚𝑚و    ℂ𝑚𝑚در  به  و  ،  انداختن سکه  گرهاي 

جایی در چنین  جابه هاي گرعمل ام هستند.-𝑚𝑚جابجایی براي سکه  
 د بود. ن) خواه3دستگاهی عبارت مشابه رابطه (

گیریم و  ) میℍگر هادامار (را عمل  ℂگر  ترین حالت، عملدر ساده
که  گذاریم. واضح است  گشت هادامار نام میگشت مربوطه را ولول

گرد در هر قدم با احتمالی برابر به چپ یا  گشت هادامار ولدر ول
 . کندراست حرکت می

حالت   نوبت،  هر  در  عملیات  این  انجام  از  پس  توجه کرد که  باید 
این  نمایانگر مکان ولگرد با سکه مذکور درهم تنیده خواهد شد، و 

این   است.  آن  کلاسیک  معادل  با  کوانتمی  ولگشت  بنیادي  تفاوت 
هایی در پوشش احتمالاتی و اطلاعاتی  تنیدگی موجب تفاوتهمدر

 کند. هاي کوانتمی را جالب توجه میخواهد شد که ولگشت

   

 پیاده سازي الگوریتم توزیع رمز

  [4])، الگوریتم پیشنهادي در  3,2سازي شماي توزیع رمز ( در پیاده   
هدف این بخش تولید کدگذاري این الگوریتم از طریق  انتخاب شده.  

است.  گشتول کوانتمی  الگوریتم  هاي  این  کدگذاري  دنبال در    به 
 ) رمز  پایه  هر  بین  تناظر  ,⟨0|ایجاد  رشته⟨1| با  کیوبیت)  از  ا  ه اي 

اي که فاصله بین تمام حالات متناظر یک پایه لااقل  به گونه  هستیم،
به منظور حصول اطمینان از آن  اطمینان از وجود این فاصله باشد.   3

، حتی با وجود یک کیوبیت  توانند رمز رااي میهر دو گیرنده  است که 
 . خطا، استخراج کنند

قابلیت تشخیص  حالاتی که یک راه ساده براي تولید چنین مجموعه
این الگوریتم    [6] خطا را نیز داشته باشد، استفاده از کد همینگ است. 

,7]کد همینگ کلاسیک از   1, که بنا بر ساختارش  کند  میاستفاده    [3
داشت.   خواهد  نیز  را  ارسال  خطاي  کیوبیت  یک  تصحیح  امکان 

 کنند. اري مورد نظر را توصیف می) شماي کدگذ6) و (5تناظرهاي (

)5 ( 
|𝟎𝟎⟩ →

𝟏𝟏
√𝟖𝟖

(|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩+ |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩

+ |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩+ |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩
+ |𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩+ |𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩
+ |𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩+ |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩) 

)6 ( 

|1⟩ →
1
√8

(|0000111⟩+ |1111111⟩

+ |1100001⟩+ 1010010⟩
+ |0011001⟩+ |0101010⟩
+ |0110100⟩+ |1001100⟩) 

 
 

ها را به صورت روابط  توان آنمیسازي این روابط،  به منظور ساده
از معکوس کردن   �𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖�) بازنویسی کرد. در این روابط، هر 8) و (7(

و  -𝑖𝑖هاي  کیوبیت ⟨𝐺𝐺00|ام  -𝑗𝑗ام  = 1
√2

(|0000⟩+ به   (⟨1111|
 آید. دست می 
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)7 ( 
|𝟎𝟎⟩ →

𝟏𝟏
𝟐𝟐

(|𝑮𝑮𝟎𝟎𝟎𝟎⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩+ |𝑮𝑮𝟏𝟏𝟏𝟏⟩|𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩
+ |𝑮𝑮𝟏𝟏𝟏𝟏⟩|𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩+ |𝑮𝑮𝟐𝟐𝟐𝟐⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩) 

 

)8 ( |1⟩ →
1
2

(|𝐺𝐺00⟩|111⟩+ |𝐺𝐺12⟩|001⟩
+ |𝐺𝐺13⟩|010⟩+ |𝐺𝐺23⟩|100⟩) 

 
توان چهار کیوبیت اول را به  هنگامی که این تناظرها ایجاد شوند می

گیرنده اول، کیوبیت پنجم را به گیرنده دوم، و کیوبیت ششم و هفتم  
گیرنده دو  هر  صورت،  آن  در  کرد.  ارسال  سوم  گیرنده  به  اي  را 

سهممی پریتی  بیت  محاسبه  با  خودتوانند  را    هاي  اصلی  حالت 
عملگر   دو  سوم  و  دوم  گیرنده  مثال،  عنوان  به  نمایند.  استخراج 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  هاي پنجم و ششم به کیوبیت هفتم اعمال کرده  را از کیوبیت
هاي  را از کیوبیت هفتم به کیوبیت  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶و پس از آن دو عملگر  

می اعمال  ششم  و  تبدیل  پنجم  اعمال  معادل  مسیر  این  کنند. 
|𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘⟩ → |𝑗𝑗 ⊕ 𝑘𝑘, 𝑖𝑖 ⊕ 𝑘𝑘, 𝑖𝑖 ⊕ 𝑗𝑗⊕ 𝑘𝑘⟩    کیوبیت سه  این  به 

مطابق    ⟨𝜁𝜁|ها  که در آن  است)  10) و ( 9هاي ( ارز تبدیلبوده و هم
 . باشد ) تعریف شده 11رابطه ( 

)9 (  |𝟎𝟎⟩ → |𝜻𝜻⟩⊗ |𝟎𝟎⟩ 
)01 (  |1⟩ → |𝜁𝜁⟩⊗ |1⟩ 

)11 (  |𝜁𝜁⟩ =
1
2

(|𝐺𝐺00⟩|00⟩+ |𝐺𝐺12⟩|11⟩+ |𝐺𝐺13⟩|01⟩
+ |𝐺𝐺23⟩|10⟩) 

 
⟨𝛼𝛼|0بنابراین رمز   + 𝛽𝛽|1⟩    تبدیل به|𝜁𝜁⟩ ⊗ (𝛼𝛼|0⟩ + 𝛽𝛽|1⟩)  

 شده و قابل استخراج است. 
 

هدف ما ایجاد تناظرهاي توصیف شده با    ، با توجه به این توضیحات
خطی   کوانتمی  ولگرد  یک  گیریم  کوانتمیست.  ولگشت  از  استفاده 
داشته باشیم. حالت کوانتمی این ولگرد متشکل از حالت مکان، یک  

⟨𝜙𝜙|حاوي رمز کوانتمی به فرم  حالت سکه اولیه   = 𝛼𝛼|0⟩ + 𝛽𝛽|1⟩ ،
. این حالت اولیه  ها ارسال شودو سه سکه است که بناست به گیرنده

 شود. ) تعریف می12مطابق رابطه (
)12 (  |𝚿𝚿𝟎𝟎⟩ = |𝝓𝝓⟩𝒄𝒄𝟎𝟎|𝟎𝟎⟩𝒑𝒑|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩𝒄𝒄𝟏𝟏∷𝟑𝟑 

 
ها حرکت خواهد کرد. سکه اول تحت  ولگرد بر اساس تمام این سکه

سکه   𝕀𝕀عملگر   گیرندهو  عملگر  هاي  انداخته خواهند    ℍها تحت 
و   ) 13( وابط مطابق رشد. دو عملگر حرکت رو به راست و چپ را 

 . عریف خواهیم کردت )14(
)31 (  

𝑺𝑺+ = � |𝒊𝒊+ 𝟏𝟏⟩𝒑𝒑⟨𝒊𝒊|𝒑𝒑

𝟑𝟑

𝒊𝒊=−𝟓𝟓

 

)41 (  
𝑆𝑆− = � |𝑖𝑖⟩𝑝𝑝⟨𝑖𝑖 + 1|𝑝𝑝

4

𝑖𝑖=−4

 

 
عملگر   تحت  ولگرد  اول،  سکه  ازاي  𝑆𝑆+|0⟩𝑐𝑐0⟨0|𝑐𝑐0به  +

𝑆𝑆−|1⟩𝑐𝑐0⟨1|𝑐𝑐0  سکه ازاي  به  عملگر  و  تحت  دیگر  هاي 
𝑆𝑆+|0⟩𝑐𝑐𝑖𝑖⟨0|𝑐𝑐𝑖𝑖 + 𝑆𝑆−|1⟩_𝑐𝑐𝑖𝑖⟨1|𝑐𝑐𝑖𝑖    از پس  حرکت خواهد کرد. 

در این رابطه    .خواهیم رسید)  15رابطه (  اجراي این عملیات به حالت
هاي ممکن  گشتجايدهنده مجموع تمام  ) نشان∗نوتیشن ستاره ( 

  داریم  ⟨001|؛ به عنوان مثال، در حالت  ي ذکر شده است هاکیوبیت
|001⟩∗ = |001⟩+ |010⟩+ |100⟩. 

)15 ( 

|𝜳𝜳𝟏𝟏⟩ = 𝜶𝜶|𝟎𝟎⟩[|𝟒𝟒⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩+ |𝟐𝟐⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩∗
+ |𝟎𝟎⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩∗ + |−𝟐𝟐⟩|𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩]
+ 𝜷𝜷|𝟏𝟏⟩[|𝟏𝟏⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩
+ |−𝟏𝟏⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩∗
+ |−𝟑𝟑⟩|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩∗
+ |−𝟓𝟓⟩|𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩] 

 
تعریف شده در    𝑃𝑃براي تولید حالت توصیف شده از عملگر تناظر  

شده روي بیت اول  کنترلبه صورت  و    )18)، و (17، () 16ابط (ور
 کنیم: استفاده می

)61 (  𝑷𝑷 = |𝟎𝟎⟩𝒄𝒄𝟎𝟎⟨𝟎𝟎|𝒄𝒄𝟎𝟎 ⊗𝑷𝑷𝟎𝟎 + |𝟏𝟏⟩𝒄𝒄𝟎𝟎⟨𝟏𝟏|𝒄𝒄𝟎𝟎 ⊗𝑷𝑷𝟏𝟏 

)71 (  𝑃𝑃0 = |000⟩⟨4|𝑝𝑝 + |110⟩�2|𝑝𝑝 + �101�⟨0|𝑝𝑝
+ |011⟩⟨−2|𝑝𝑝 

)81 (  𝑃𝑃1 = |111⟩⟨−5|𝑝𝑝 + |001⟩⟨−3|𝑝𝑝
+ |010⟩⟨−1|𝑝𝑝 + |100⟩⟨1|𝑝𝑝 

 
 

که معادل    رسیم می  ) 19(روي حالت موجود به نتیجه    𝑃𝑃پس از اعمال  
 همان حالت مطلوب است. 
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)19 ( 

|𝚿𝚿𝟐𝟐⟩ = 𝜶𝜶[|𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩|𝑮𝑮𝟎𝟎𝟎𝟎⟩ + |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩|𝑮𝑮𝟏𝟏𝟏𝟏⟩
+ |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩|𝑮𝑮𝟏𝟏𝟏𝟏⟩
+ |𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩|𝑮𝑮𝟐𝟐𝟐𝟐⟩]
+ 𝜷𝜷[|𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩|𝑮𝑮𝟐𝟐𝟐𝟐⟩
+ |𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩|𝑮𝑮𝟏𝟏𝟏𝟏⟩
+ |𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎⟩|𝑮𝑮𝟏𝟏𝟏𝟏⟩
+ |𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏⟩|𝑮𝑮𝟎𝟎𝟎𝟎⟩] 

 

 مدار الگوریتم
ه  کنندبا توجه به توضیحات بخش پیشین، مدار کوانتمی توصیف     

در این    ) ترسیم کرد.1توان مشابه تصویر (را می  کدگذاري  عملیات
شده در روابط  تعریف گرهاي گر عمل ، به ترتیب نمایان ℍو  ، 𝒮𝒮  ،𝒫𝒫مدار  

 گر هادامار هستند. )، و عمل16)، (3(
 

 

 نتیجه گیري 
که  دهیم  نشان  طور که در این نوشتار دیده شد، توانستیم  همان     
طور خاص در حالت  هاي توزیع رمز کوانتمی را، به  توان الگوریتممی

ول  )،3  ,2( شماي   پایه  پیادهگشتبر  کوانتمی  کرد.هاي   سازي 

گشت به نسبت بسیاري از عملیات  سازي فیزیکی عملیات ولپیاده
ساده دیگر  از  کوانتمی  بسیاري  در  رمز  توزیع  مفهوم  و  است،  تر 

سازي اینترنت کوانتمی نقش  کاربردهاي امنیتی و، در آینده، در پیاده
سازي  پیادهتوان بر  می  ، امه پژوهشدر اداز این رو،    کند.مهمی ایفا می

الگوریتمسادهو   کلی  سازي  حالت  پایه  هاي  بر  کوانتمی  توزیع رمز 
شده  . به طور خاص، تعمیم الگوریتم تشریحها تمرکز کردگشتول

کلی رمز  توزیع  شماهاي  ساختن  امکان  که  طوري  تر  به 
(𝑛𝑛,𝑚𝑚);𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛

2
را داشته باشد قدم بعدي پژوهش در این زمینه    
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 هیدچک
در که    EITسییطومغنا الکتر لقایی  فافیت ا بطوریکه سامانه شرایط ش  گونه   Λ  سه ترازی  یاتم  یهن ساما  در یک  دهای رابیامبس  کوانتومیبرآورد    یلهئ مس  ،همقال در این  

قدرتمند اما در    رزاب ا کوانتومی،    گیریش اندازهو ر بهبود  این، به منظور    رب   ه. علاوبحث قرار خواهیم دادمورد    را  ،نمایدمی  هرا برآورد  شود،حذف میخطی  ب  ذج  آن

 افزون بر این،.  گیردقرار می  بررسیمورد    انهمساین  ر اد  QFI  با اطلاعات فیشر کوانتومیی آن  و رابطه  فیمعررا    HSS  اشمیت-سرعت هیلبرت  یعین حال ساده
 . افتیدست  افته،یبهبود   یبرآورد کوانتوم کیبه  توانیمختلف سامانه م پارامترهایاز  یر یگبا بهره  نشان داده خواهد شد که

 
  .یتت اشم رهیلب سرعت ،یغناطیسقایی الکتروملا ، اطلاعات فیشر کوانتومی، شفافیت کوانتومی سرعت آماری :واژه هاکلید 

 

Quantum estimation of Rabi frequencies in a Λ-type three-level atomic system in the 

presence of electromagnetically induced transparency  
 

Hosseiny,  Seyed Mohammad1; Rangani Jahromi, Hossein2; Amniat-Talab, Mahdi1 

 
1 Physics Department, Faculty of Sciences, Urmia University,P.B. 165, Urmia, Iran 

2 Physics Department, Faculty of Sciences, Jahrom University, P.B. 74135111, Jahrom, Iran 

 

Abstract  
 

In this paper, we address the problem of quantum estimation of Rabi frequencies in a three-level Λ-type atomic 

system that satisfies the conditions of electromagnetically induced transparency (EIT), in which the linear 

absorption is eliminated. Moreover, in order to improve quantum metrology, a powerful but simple tool, the 

Hilbert-Schmidt speed (HSS), is introduced and its relation with the quantum Fisher information (QFI) in this 

system is investigated. Furthermore, it will be shown that by using different parameters of the system, one can 

achieve an improved quantum estimation. 
  

keywords: Quantum statistical speed, quantum Fisher information, electromagnetically induced transparency, 

Hilbert–Schmidt speed.           
 

اپتیک  اندازه       قدمهم. 1 در  کوانتومی  خاصی گیری  اهمیت  از  غیرخطی 

است.  از بعنوان    برخوردار  مهمفرایند  یکی  ، طیخغیر   اپتیک   های 
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  وسط هریس و همکارانت  )EIT(  1ومغناطیسی قایی الکتر شفافیت ال

 یک در هااتمر اگ ر کلی، بطو  شد. عرفیم یمیلاد 1990در سال  ]1[

رایط خاص  تحت ش د،نآماده شو  ت اتمی دوس از حالانهی همبرهم

یدان مبرای یک  که  ،  ]2[  حذف شودب یا گسیل،  ست جذممکن ا

شم  پروب موثر  بطور  است فحیط  جذب تکنیک  این  .  اف   حذف 

والی ک گاز چگال در حل، یبطور معمو   .شودمینامیده    EIT  روش

ذب زیادی را نشان ج  (فیخطوط طیخود )شدیدهای  هر یک از ت

لیزری  سا پالجندر همیو    دهدمی   ر از. گذامکنییاعمال مرا  های 

  وبپر   بسامدر در  ب نو ذجه  خته بلین حالت برانگیبه او  ت پایهحال

جذانجاممی فوتون  یک  اتم  هر  مید.  برانگیب  و  میکند  شود خته 

آنو از  پیش  بلی  همسایه آن   دتوانکه  اتم  با  کند  گسیل  دوباره  را 

انر و  کرده  میژیبرخورد  دست  از  را  ناش  در  و  محیط دهد  تیجه 

پالب پربسامل  های حو سرای  این مات بودن   شود.می  2مات،  وبد 

 .نمود  شفاف  EIT  روش  توان بایرا م  پروبمیدان  نسبت به    محیط

کردن فیلتر  اتمغناطیسم  با  ابتدا  پی  حالت  در  میها  قرار  گیرند ایه 

گا پرتوی  سپس  توسط  تزویج  ز  پرتو  به  روشن لیزر دومی موسوم 

پایه  اصلح   .دو شمی حالت  دو  کوانتو تزویج  تداخلی  اثر  یک  می  ، 

را    کهاست   برانگیخته  حالت  اولین  به  پایه   و  مسدودگذارحالت 

 .]3[ جذب شود وبپر نور در باند باریکی حول دهدمیاجازه ن

سامانه     شرایط  هادر  که  برقرارآندر    EITیی   اندازه  ،است   ها 

در این کار، با استفاده از   .باشدید  یار مفتواند بسکوانتومی می  گیری

فیشر   اطلاعات  سرعت    ]5وQFI(  ]4(  3انتومیو کابزارهای  و 

دو  که  ]7وHSS(  ]6(  4اشمیت-هیلبرت آماری  سرعت   هر  های 

هستند مکوانتومی  به  بسامدهای  ی  لهئس،  با  متناظرابی  برآورد  ر 

گونه   Λترازی  سهی اتمی  یک سامانه  ردمحرک تشدید    هایمیدان

 . شودمیبررسی در این سامانه ی بین آن دو رابطهو پرداخته 

بمقاله    رساختا      در  از:  نیاز خش دومعبارتست  مورد  ابزارهای   ،

ب  همچنین،  د.نشو معرفی می نظر در  یف خش سوم توصمدل مورد 

ین و مهمتر  ارمهچ  خشنتایج در بو  ث  ه بر این، بحعلاو  گردد.می

 خواهد شد.ان خر بیخش آبدر  ،ج از مقالهمستخر نتایج

 
1 electromagnetically induced transparency (EIT) 
2 opaque 
3 Quantum Fisher information (QFI) 
4 Hilbert-Schmidt speed (HSS) 

 مفاهیم پایه. 2
بررس      به    ی انتومکو   تحال  ک ی  تیحساس  یهنگام  یک  نسبت 

نامعل  است،  ومپارامتر  رو  ها یریگ اندازه  نیاز    یها سامانه  یبر 

در  .باشند انجام گیردمی θه ناختناش پارامتر   ریتأثتحت  ی کهاهمشاب

کران   طتوس   نمودبرآورد  را    θ  با آن  توانیم  که  یدقتاین صورت  

  رییتغ نیترکچکو  . از این رو،شودیم انیب[  8]  5ی رائو کوانتوم-کرامر

 شود: زیر بیان میرابطه   توسط θدر پارامتر  مشاهدهقابل 

(1  )                                                                       
1

,
F

 = 

و برای حالت    است   QFIمی  اطلاعات فیشر کوانتو   Fکه در آن  

 :]11-9[د خلاصه کر بصورت زیر ارنتوان آمی خالص

(2)                                     ( )2
4  | |  .F          =    −    

ا  هریکبطو  است حالت  سامانه  اساس   .تمی    آوردبر  ینظریه  بر 

 است.   وردبرآ نهیبهبود دقت به دهنده نشان QFI شیافزا ،یکوانتوم

طر      دفی،  از  ن با  کوانتوم گرفت  رظر  حالت   ی ن 

( ) |( )| ( )t t    = م هتوان  ی،    HSS  ت ی اشم-لبرتی سرعت 

 :]12و 7،  6[ کرد فیتعر زیر را به صورت

(3)                                                       ( )
2

1
.

2

d
HSS Tr

d


 



 
=  

 

 

پ شکل  دلیل  حاصلیچیدهبه  عبارات  از   ،HSSو    QFIبرای    هی 

 ها در این مقاله صرف نظر شده است. آن زارشگ 

 مدل . 3
را درنظر بگیرید که متشکل از    اینهساما،  ]2[ع  رجمبا توجه به       

ای هتراز  .هستند،  1مانند شکل    Λزی با پیکربندی  های سه ترااتم

|a  و|b  پ میدان  بساتوسط  با  با    a|بالایی  تراز  و  vد  مروب 

همدوس  c|زترا قوی  میدان  یک  پمپ )  توسط  بسامد   ا ب  ( میدان 

cv اند.جفت شده 

 
  .گونه  Λ اتم سه ترازی  کی پیکربندی: 1شکل

 
5 Cramér–Rao bound 

83



 ن فیزیک ریاضی ایرا مین کنفرانسهفت

  دانشگاه صنعتی قم  1402 تیر 12-13
 

 Physics Mathematical on Conference Iranian th7 

 

سامانهامیله      تد  تونی  موج  قر  که شارخچریب   خشبو  دمل  ان 

بیان بصو   ،است   میدان-اتم  اندرکنشی  وی  للااخت  یرغ زیر  رت 

 :]2[ شودمی

(4)                                                                       0 1,H H H= + 

(5)                                         0 |   | | ,a b cH a b c  = +  +  

(6)         ( )1 1 2e e | | e e | | . .
2

c ci iv ti ivt

R RH a b a c H c
 − −− −= −   +  + 

در اینجا
1e

i

R

− و
2e

c

R

i−
    رابی مختلط    هایبسامدبه ترتیب

میدان   با  همچنین   دنباش می  پپم و    ب پرومتناظر   cvو   v  و 

پم بسامد از  اگر  پ هستند.  های میدان پروب و  ما اتمهر یک  های 

 آماده شوند: ی زیر در حالت اولیه

(7)                 | (0) (0) |   (0) | (0) | ,a b cc a c b c c  =  +  +  

گرفتن  باسپس   نظر  مجاز  رهایگذا  در  |دوقطبی  |a b →    و 

| |a c →  ، ی ظهحلدر  ی تک کیوبیتی انهسامی ل یافتهتحو حالت

t عبارتست از : 

(8)                    | ( ) ( ) |   ( ) | ( ) | ,a b ct c t a c t b c t c  = +  +          

با   واپاکه  از  نظر  باشی  صرف  ن  اتمی و  اتمدر  گرفتن  کهظر    هایی 

تراز  بدوا اضرا  ،شوندمیوارد    b|به  یر ز  بصورتتمال  حیب 

 :]2[ شوندخلاصه می

(9)                                    

1

2 2

2 1

1 2 1 2

2 2

2 2

( ) sin( ),
2

( ) cos( ),
2

( ) [ cos( )].
2

R
a

R R
b

R R R R
c

t
c t i

t
c t

t
c t

 
= −



  
= +
 

    
= − −

 

          

میدان  بسامدهای  2Rو   1Rکه با  متناظر  تشدید رابی  های 

گذا با  |رهایمحرک  |a b →    و| |a c →   و هستند 
2 2

1 2R R +=    ،بسامد    یرابطه   توسطرابی    بطوریکه 

| |aR b=   اینجا،که    شودمی   تعریف گشتاور   ab  در 

شود بسامد  مشاهده می  .است دان  یدامنه م  و   دوقطبی اتمی است 

 . ستقیم داردرابطه مآن و در نتیجه شدت  ا دامنه میدانابی بر

   ایج ث و نتحب. 4
اطلاعات کیفی  کوانتومی  رفتار  از  فیشر  استفاده  با  که   8حالت  ، 

شده  به   محاسبه  مختل2Rبرای   1Rنسبت    2شکل    رد  فهای 

که یکی از   2Rزایش با اف   شود کهه است. مشاهده مییم شدترس

برآورد   باشد،می  EITداد  خر  شروط اینکه  بر  علاوه 

  بیشتر   در رفتار کیفی برآوردیابد، نوسانات  کاهش می1Rکوانتومی 

ت که نی اساین بدان معیابد.  ی نوسانات نیز کاهش میده و دورهش

بسامد  افزا قویرابی  یش  میدان  با  پمپ )  متناظر  ه ب  منجر  (میدان 

 شود. می 1Rر با میدان پروببسامد رابی متناظ ردوقت برآد فتِاُ

 
ک  تغییرات زمانی:  2شکل  به ومی نسوانتاطلاعات فیشر  بت 

1R  ی راب
2R  های

  ختلف زمانیکهم
1 0.1R =.  

های  1Rبرای  2Rنسبت به    QFI  ، رفتار زمانی3ل  کدر ش     

داختلف  م است.نشان  شده  می  ده  وضوح  افزایش به  با  که  بینیم 

و    یابدمی  افزایش  ،2Rی بسامدانتومرد کو ، برآو1R  د رابیبسام

رآورد بلحظات اولیه،  در  ر این،  افزون ب  یابد.یورد بهبود مقت برآد

بدترین زماباش می  نممکحالت    در  مرور  با  و  بهینه ،  ند  برآورد 

افزایش    .دشو می بیانگر  QFIلازم بذکر است که  اینجا  فتار رها در 

مارکوفیغ اگر  ،  کلی  بطور   .نیست   مدل حاضر   در  امانهس  [13]   یر 

برای  (  امانهس   اولیه  ایهامتربه یکی از پارنسبت  )  QFIمشتق زمانی  

  است   6فی رمارکو یغ رفتار  بیانگر    آنگاه  ت شود بث م  ،هاخی از زمانبر

ما    .[ 13]  اینجا  ب  QFIدر  نسبت  پارامتر   بسامدهایه  را  که   رابی 

  HSSو    QFI،  ل حاضرد در مو لذا    مایبررسی کرده  هستند،  یطمح

 نیستند.  دینامیک سامانه شاهدی بر غیر مارکوفی بودن

 
کوانتلااط  زمانیتغییرات    :3شکل فیشر  نس عات  بهومی  بت 

2R  ای رب
1R های

  ختلف زمانیکهم
2 6R =.  

 
6 non-Markovian dynamic 
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رابطه       بررسی  منظور  بینبه  ک   ی  سرعت  و   HSS  میووانتدو 

QFI، ه ب هاآن تغییرات زمانیی بین مقایسه (ف و ب ال) 4 کل در ش

  در شرایط یکسان ترسیم شده است.  2Rو  1Rبت به سن  ترتیب 

این  با بر  QFIو    HSSرهای  شویم که رفتال متوجه میاشکا رسی 

ی  شینهکمینه و بیحوی که نقاط  نبه    املا با یکدیگر منطبق هستندک 

همآن  میها  پس  دارند.  کران  توبروزی  که  بیان  ابزار    HSSد  یک 

 . باشدمی نهر این ساماد کوانتومی  برآوردبهبود موثر در 

 

 
-سرعت هیلبرتو    ومیاطلاعات فیشر کوانت  تغییرات زمانیمقایسه بین  :  4شکل

بت بهنسف(  ال   اشمیت
1R  زمانیکه

1 20.5, 3R R=  =.  بت بهنس(  ب
2R  

هکمانیز
1 21, 2R R=  =.  

 

  گیرییجهنت. 5
آماده   دوس از حالات اتمینهی همبرهم   یک  در  های مااتمر  اگ      

ش  د،نشو  خاصتحت  ا  رایط  جذممکن  حذف ست  گسیل،  یا  ب 

شرای،  شود در  مناکه  یک    سب ط  بطور م  ،پروبیدان  مبرای  حیط 

است فموثر ش الیفافش  مان ب  این روش.  اف  ات  یسی  طومغناکترلقایی 

EIT  است.  م اشهور  کوانتومبر  ،کار  نیدر   یراب  یبسامدها  یآورد 

 ییالقا  ت ی شفاف  در حضورگونه    Λ  یسه تراز  یاتم  یسامانه  کیدر  

ق یسیرومغناطالکت بررسی  گ مورد  منظور  .  رفت رار   ندازها  بهبودبه 

را   (HSS)  ت یاشم -لبرتیهسرعت    ابزار قدرتمند  ،یکوانتوم  گیری

  اطلاعات فیشر کوانتومی  کیفی  رفتار  با  رارفتار آن  و  کردیم  یمعرف

(QFI)  ا کردیم  ،هسامان  نیدر  آنجاییکه    .مقایسه  غییرات مشتق تاز 

پارامترهای  QFIزمانی   از  یکی  به  سااولیه  نسبت  بررسی مانه  ی 

  زمانی   تحولفی بودن  مارکو شاهدی بر    HSSو    QFIا  ذل  د،نشده بو 

یش ا افز  مشاهده کردیم،علاوه بر این    .نددر مدل حاضر نیستسامانه  

میدان  بسامد   با  متناظر  پ)  قویرابی  از شروط    (مپ میدان  که یکی 

سامد رابی متناظر با ب  قت برآوردد  فتِه اُمنجر ب  است،  EITرخداد  

 شود. می میدان پروب
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 چكیده
هرچه    نیرو، تخم  نیسازي نموده، آشکار سازد؛ از ارا آماده  هیکه حالت اول   نديیفرا  تیماه   نکهیا  ایباشد    یمهم  يشدهحامل اطلاعات رمزنگاري  تواندیم  هی فاز اول

را با استفاده    ،محقق شده است  ورانایما  کیتوپولوژ  تیوبی ک  دو  وسطکه ت  ،يبر کانال دور  يهی اولز  ش فاکاو    ،این مقالهاست. در    برخوردار  یخاص  تیآن از اهم   ترق ی دق

ر حقیق قرامورد ت  ،اندمحاسبه شده  ري شدهحالت کیوبیت دورب   که براي  (  HSSت )ی اشم -لبرتی( و سرعت هQFI)  یکوانتوم  شریاطلاعات ف   ریاضیاتی  دو ابزار  از
 داد.  اهیمخو

 
  .برآورد فاز کوانتومی، ري کوانتومیب ردوانتومی، ت فیشر کولاعا، اط هیلبرت اشمیت سرعت :واژه هاکلید 

 

Probing the initial phase of teleportation channel through teleported qubit  
 

Rangani Jahromi,  Hossein1; Hosseiny, Seyed Mohammad2; Amniat-Talab, Mahdi2 

 
1 Physics Department, Faculty of Sciences, Jahrom University, P.B. 74135111, Jahrom, Iran 

2 Physics Department, Faculty of Sciences, Urmia University,P.B. 165, Urmia, Iran  

 

Abstract  
 

The initial phase can carry important encrypted information or reveal the nature of the process preparing the 

initial state; therefore, estimating it more accurately is of special importance. In this paper, we explore the 

initial phase of a teleportation channel, realized by two topological Majorana qubits, using two mathematical 

tools, i.e., quantum Fisher information (QFI) and Hilbert-Schmidt speed (HSS) which are calculated for the 

teleported qubit state. 

  

keywords: Hilbert–Schmidt speed, quantum Fisher information, quantum teleportation, quantum phase 

estimation.            

 

ب   که دراست    یروش  1ی ومانت کو   يبردور   قدمهم. 1   (باب/ سی)آل  گریازآن دو 

را   کیکلاس  ریغ  ای  ک یکانال کلاس  ک ی  ،(رندهیفرستنده/گ )به عنوان  

 
1 Quantum teleportation 
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م اشتراک  طوریبه  به  آل  ي گذارند  کوانتوم   کی  سیکه   یحالت 

کانال مورد   قی را از طر است  که حاوي اطلاعات کوانتومی  ناشناخته

نتقال  ح اطر  2ت و همکارانش نِبِ  [.2و1]   کندیسال مراباب    ينظر برا

ر کوانتوماز  برا  یاه دور  پ  نی اول  ي را  ا3]   دادند  شنهادی بار  در   نی[. 

ارسال   امکان  فواصل    کی کلاس  ریحالت غ   کی روش،  ناشناخته در 

درهم  یطولان از  استفاده  ارتباطات    یدگ یتنبا  و   موضعیمشترک 

 . وجود داشت 

  هیدر مطالعات اول  یممفاه  نیتراز مهم  یکی  ی فاز کوانتوم  برآورد     

کو  معم  .[ 4]   است   یانتوممحاسبات  اول ،ولبطور   تواند ی م  هیفاز 

رمزنگاري اطلاعات  مهمیشدهحامل   ت ی ماه  نکهیا  ایباشد    ي 

اول  نديیفرا این   ؛سازي نموده، آشکار سازدرا آماده  هیکه حالت  از 

دق  نیتخمرو،   اهم  ترقیهرچه  از   است.  روردابرخ  یخاص  ت یآن 

 QFI   [5 ]وانتومی  فیشر ک  اطلاعاتابزار  د فاز اولیه از  وررآور ببمنظ

  گیرياندازه  رآینددقت ف  گیریم. علاوه بر این، بمنظور بهبودبهره می

ابزکوانت  دیگومی،  کاربرد  پر  بسیار  و  قدرتمند  بنام  ار  سرعت ري 

می  HSS   [6 ]اشمیت  -هیلبرت معرفی  ک را  سرعت کنیم  یک  ه 

 است.  آماري کوانتومی

 یکان  اک کنتنم  نم کی    یلت ورودحا فازبرآورد  ،[ 7] ع ر مرجد     

م  نرد  HSSو  QFI قدرتمن  د ه  ای ریا   یتنس  ا تبرتر ،دلخ  نت 

توقات بنا ب  ه مظحت  ات تمننم  ی نن  از  گاهی تما .قرتر گرفت  مطالعه

منبع دوربری ذخن  ر  و   حالت تولنهدر فاز    یتست تطظعات حساس

  رآورد ق  رتر گن  رد.تحت ب  سپس با تسمفاد  تز کننبنت دوربری شد 

 ی کان  اک دورب  ری تز طری  ی کننبن  ت اوش فاز تولن  هتین کار، ک   در

دهنم گنرد و نشان م  یصنرت می  تین دو تبرتر  دوربری شد  تنسا

 ولن  هوش ف  از تاک     ری بسنار س  ندمند دگرینه  یکبعننتن    HSS  که

 .شند  تسمفاد تنتند می ،کاناک

 مفاهیم پایه. 2

 بیتی بری کوانتومی تک کیودور 2.1
دو   ختهآمیحالت  انتقال از راه دور توسط    [،8استاندارد ] وتکل  در پر

شود و یکند، محقق میم  فایمنبع را اکانال یا  که نقش  ،  chρ یتیوب یک 

) افتهی  میتعم  واقطبیده  کوانتومی  لکانا  کیتوسط   )chΛ  

 
2 Bennett et. al. 

ک یمبندي  مدل  رشود،  بر  ورود  کی  يوه  تک   inρ  يحالت  که 

کدگذاري شود.  یم  لاعما  است،  یتیوب یک  کیوبیت  دارد  قصد  آلیس 

حالت   کیبراي    به باب ارسال کند.  فرآیندشده خود را توسط این  

حالت    خالص  ی تیوبی ک   تک را   )اولیه(  يورود   يناشناختهدلخواه، 

 : ت در نظر گرف رت زیرو ص توان بهیم

(1)                                    cos 0 sin 1
2 2

i

in e  


   
  =   +     

   

 

فاز حالت  φو    θکه    دوربري  در  هستند.  ي دوربري ولیها  دامنه و 

ي حالت وروددلخواه )   یتیوب یحالت تک ک   کی
in  |in in   =  ،)

 :دیآیبدست م ذیل طهاز رابoutی حالت خروج

(2)                               ( ) ( )
3

out  ch in  ch in

0

,Λ Tr i i i

i

      
=

= = 

)هک  )chΛ   و  ه است افتی  میتعم  دهیواقطبکانال    کی i  بل    ت حال

 د: و شیم تعریف ریزاست و با رابطه i ی پائول سیبا ماتر متناظر

(3)                  ( ) ( )0 0 0 ;     1,2,3,i i i i   =   = 
که  

0 1 2 3, , ,x y zI      = = =   سیماتر  I  و  =

2همانی 2  .دلخواه، که هر    ت ی وبیهر دو ک   يبرا وه بر این،  لاعاست

پایهکدام     در  0 , 1     شوندیم  فیتوص،  

میارد
0

1
( 00 11 )( )

2
= +      + . 

 کوانتومیر یشاطلاعات ف 2.2
پایینی    رائو،-کرامر  یکوانتوم  نامساويطبق   تخمحد  فاز    نیدقت 

   :[ 9]  شودي زیر بیان میتوسط رابطه یکوانتوم

(4)                                                                    1
,QCR

F

 =  

    نسبت به پارامتر  IQFمی  اطلاعات فیشر کوانتو   Fه در آن  ک 

آنمیو    است  کلی  در  را  توان  زیرحالت   نمود   بیان  بصورت 

 :]11و10[

(5)                         
22

2

4
( )(

    .
)

|
i ji

i

i i

j

j ji i

F


  


  
= +   

 

−

+
  

|بطوریکه i   و  i  ویژه یو و  بردارها  ماتری  ژه  س چگالی مقادیر 

اسا  .است   QFI  شیافزا  ،یکوانتوم  آوردرب  يهنظری  سبر 

 است.   وردبرآ  نهیبهبود دقت به يدهندهنشان

طر      کوانتوم،  دیگر  فاز  حالت  گرفتن  نظر  در  )ی با  )  ،

 ورترا به صی است  وانتومماري ک آ  عت سر  که یک  HSS  توانیم

 : ]7، 6[ نمود فیتعر زیر
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(6)                                                      ( )
2

1
.

2

d
HSS Tr

d


 



 
=  

 

 

)ه قطري کردن ازي بنی براي محاسبه که ) /d d   ندارد . 

 غیر مارکوفی مارکوفی و  دینامیک 2.3
خانواده  کیکلاس  3ی کوفار م  ندیفرآ  کی عنوان  متغ  ي ابه    يرها یاز 

کل.  شودیم  فیتعر  یتصادف طور   چیه   یفمارکو   ندیارف  ،یبه 

تار  ياخاطره تصادفی  مت  يگذشته  ریمقاد  خچهیاز   ر فتار.  نداردغیر 

در   .داردسامانه   یانتومحافظه کو در وجود  شه یر[ 21]  4ی رمارکوفیغ

با    یکوانتوم  سامانه  یفمارکو   ریغ  لدن تحو نمو مشخص    يبرا  انجیا

 QFI  زمانیرییکه به عنوان نرخ تغ  کنیمیشروع م  QFI  شار  یمعرف

زمانی    وقتی  شود.یم  فیتعر   I:= ∂F/∂tتبصور  QFIمشتق 

به پار  نسبت  از  شده  اولیه  امترهايیکی  ببرا  محاسبه  از خی  ري 

شودب ثم  ،هازمان بود  فیرمارکویغ  رفتار بیانگر    ت  خواهد   سامانه 

 [13 ] . 

 مدل . 3 
با    ،کیتوپولوژ  ت یوبیک   یک از لحاظ   [ 41]   5رانا یو ما  مدهايکه  که 

  ي رساناابر کی يو رو  افتهیتحقق  باشند،فضایی جدا از یکدیگر می

s-wave  دارد بگیرید،  قرار  نظر  در  درورای ما  مدهاي.  را    نقاط  نا 

نانوس  یبرخ  یینتهاا  دیتول  يمدار قو-نیتعامل اسپ  يدارا   يهامیاز 

تأثو تح  شوندیم   میدر جهت محور س  یسیمغناط  دان یم  کی  ریت 

دارند آن قرار  طر.  از  مستقل  صورت  به  تو اتصا  قیها  به    ینللات 

  نگ یتونل  يهاکه قدرت  يهستند به طورمتصل    يفلز   يهامینانوس

ولتاژ از  استفاده  هس  یخارجازه  درو  يهابا  کنترل  مطابق   تند.قابل 

ازاي  سامانه،  [ 16و15]  الذکر   کیتوپولوژیت  کیوبو  د   متشکل  فوق 

بتدا ت مایورانا ایوبیید دو ک فرض کن  .دهیمرا مورد بررسی قرار می

 د:ني شو سازآمادهت زیر الدر ح

(7)                                
0 cos 0 sin 1

2 2

ie     
  =   +      

   

 

عناصر  سپس    .باشندمیي کانال  فاز اولیهدامنه و    و    که در آن

تحول ماتریس چگالی  ک   این  افتهی  غیر صفر  کانال سامانه  بعنوان  ه 

 
3 Markovian process 
4 non-Markovian dynamic 
5 Majorana modes 

می  chρ  دوربري قرار  استفاده  بیان گیرد،  مورد  روش  از  استفاده  با 

 د: نشو صل میحا  بصورت زیر،  [ 16و15] ده در  ش

(8)                 
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کنیم  فرض میدر اینجا  که
1 2  =  و داریم:  =

(9)                                   2
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که
0  فرکانس قطع،  B    ضریب جفت شدگی بین مدهاي مایورانا

ر ابط را  محیاگر    همچنین،  گاما است.   تابعر  بیانگ  (...)و  و محیط،

1Qمیهاُ  ُ1  همییا زیر اQ   داریم ،گیریمبدر نظر: 

(10)                    2 2
1

10 1
01 ; ; .

1 1 1
( ) 2

2 2 2 4

Q

Q

tQ Q
I t F−

  − − 
        

=
 
− −



 

)که در آن )1 1 ...F فته است. اک تعمیم یئومتری ع هایپرژتاب 

   ایج ث و نتبح. 4
شک      حا  ، 1ل  در  از  استفاده  کبا  شدهلت  دوربري  )حالت   یوبیت 

 يولیه ه فاز انسبت بکه  ،  HSSو    QFI  کینامید    ، دوربري(خروجی  

که   ،د، مورد بررسی قرار گرفته است انمحاسبه شدهکانال دوربري  

هدف از آنجاییکه  .  دهندبه وضوح رفتار مشابهی از خود نشان می

، یمکنبینی می  همانطور که پیشباشد،  ولیه کانال میما برآورد فاز ا

زمانهترب در  برآورد  ابتداییین  می  هاي  علاوه  دهدرخ  ایب.  با  ر  ن، 

با بدان معنی است که  شود. این  یب م سرکو   زبرآورد فا  ،مرور زمان

اند ، کد شدهي کانال دوربريولیهاطلاعاتی که در فاز ا مرور زمان،  

 نیا   .باشدنیز در حال کاهش می  QFIلذا    اشدبمیدر حال کاهش  

اطلاکا به عهش  سام   لیدل  ات  در  شده  کد  اطلاعات  به شارش  انه 

ناش  طیمح   QFIیرا  ز  ،است باشد  یم  یاهمدوسواثرات  از    یکه 

این همان   که   فزایش یابدتواند اهاي کاملا مثبت نمیتحت نگاشت 

 .  است  (کانتراکتیویتی ) 6باضیانق فتعری

 
6 contractivity 
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ت  اشمی-رتکوانتومی و سرعت هیلبهاي برآورد  نامیکدیي بین  قایسهم:  1شکل 

ف به  اول نسبت  کانال  یهاز    یکهزماني 

0 0.5, 0.01, 2, / 3, / 2, / 4, / 2B Q  = = =  =  =  =  =. 

را   HSSو    QFI  رفتارهاي زمانیي بین  سه، نیز مقای2ر شکل  د     

کانال دوربري برراز اولیهنسبت به ف  نی ماز  بازه  درکنیم.  سی میي 

زمانی   مشتق  است   QFIکه  شده  بین  )  مثبت  به   (t<2>1تقریبا 

غیر می دینا  حوضو  می  ک  مشاهده  قابل  سامانه  از .  اشدبمارکوفی 

ردو نیز  د و هلا مشابهی دارنرفتارهاي کام  HSSو    QFIجاییکه  آن

نسبت به   HSSاین رو، زمانیکه    زا ،  هستنداري کوانتومی  مسرعت آ

کانا اولیه  نیز محاسبه میفاز  ر غیر مارکوفی را  رفتاتواند  شود میل 

ا  افزون  .دهد  صیتشخ برا توانیم  HSS  ن،یبر  مناسب  زمان   يد 

حائز    اریه بسک   دینما  يشکارسازآ  زیانال را نک   هیاز اولف  نهیبرآورد به

 است.  ت یاهم

 
 اشمیت-سرعت هیلبرتو    کوانتومیبرآورد  هاي  دینامیکبین    يقایسهم:  2شکل

ف به  اول نسبت  کانال  یهاز    زمانیکهي 

0 2.5, 0.1, 4, / 2B Q  = = = = = =  = . 

  سهی[ هنگام مقا7باشند که در مرجع ] یم  یجیانت  هیشب  جینتا  نیا     

HSS  وQFI   کانال   کی  يهر دو نسبت به فاز حالت ورود  یوقت

 مدند. آشدند، بدست یدلخواه محاسبه م یانتومکو 

  گیرینتیجه. 5
ب توجه  سامانهیاهم  هبا  در  اولیه  فاز  کوانتت  ا  ومی،هاي  دو مقاله  نی در   ،

فا اطلاعات  ه(  QFI)  یکوانتوم  رشیبزار  سرعت   ت یماش-لبرتیو 

(HSS  )کاوش منظور  اول  به  دوربر  يهی فاز  ک  يکانال   ت یوبیتوسط 

پژو   شده  يدوربر گرفتمورد  قرار  توسط  .  هش  دوربري  کانال 

توپولوژیک  کیوبیت توسط  هاي  هم  جدا    مدهاي که  محقق  از  مایورانا 

مانه دوربري حالت سا  HSSد که  ه شنشان داد.  گرددمی  شوند، تامینمی

 ،گیردار می محاسبه قر  موردز اولیه کانال دوربري  فاقتی نسبت به  وشده  

سامانهمی غیرمارکوفی  رفتار  هم  هم  تواند  براي  و  زمان  برآورد    بهترین 

بهبود در    تواندمی   این مقاله   نتایج  مذکور را آشکارسازي نماید.فاز  نه  بهی

از رآیندف بر سنجش  مبتنی  نظدور کوانتو  هاي  ناوبري، رادار،می  لیدار،    یر 

 موثر واقع شود. ات  منیت اطلاعها و ان رداري، طراحی آنتر بتصوی 
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 چكیده
تحقیق   این  غلظت  در  دو    کی  برای    pنوع    کانال  آلایشاثرات  متقارن  گ   گیتیماسفت  از  نانومتر  9  تیبا طول  استفاده  شود  ،  یکوانتوم  فرایندبا  . شبیه سازی می 

از    یع ی وس  فیط  یبرا   یرتعادلیغ  نیگر  بعتا  چارچوبباز، در    یمرز  طیبا شرا  نگریپواسون و معادله شرود   یبر حل خودسازگار معادله دو بعد   یمبتن  هایسازهی شب

 پارامترهای طراح نانو ماسفت را بهبود می بخشد.،لا با  لایشآ  که دهدینشان م یسازهی شب جیکانال هستند. نتا الایش  یهاغلظت

 
  ،  لایش کانالآ ، غلظت، تابع گرین غیر تعادلینانو ماسفت دو گیتی  کلید واژه ها :

 

The impacts of channel doping concentration on nano DG-MOSFETs by the non-

equilibrium Green’s function method  
 

Morteza,  charmi1; Ali Mohamd, Niku2  

 
1 Department of Quantum, University of malek Ashtar university of Technology, Isfahan  

2 Department of Crystal Growth, , University of malek Ashtar university of Technology, Isfahan 

 

Abstract  
 

This paper presents the effects of p-type body doping concentration on a symmetric double-gate MOSFET with 

9 nm gate length, using full quantum simulation. The simulations are based on self-consistent solution of 2D 

Poisson equation and Schrödinger equation with open boundary conditions, within the non-equilibrium Green’s 

function formalism for a wide range of channel doping concentrations The simulation results show that the 

higher body doping improves the nano parameters of the MOSFETs .  

  

key words:   double-gate MOSFET, non-equilibrium Green’s function, channel doping concentrations          
 

   قدمهم
سال   مور  1965در  گوردن  شرکت    آقای  موسسین  از  یکی  که 

ازای هر   به  که  کرد  اعلام  را  ای  نظریه  باشد  اینتل می  دو معروف 

سال تعداد ترانزیستورهای یک چیپ باید دو برابر شود. این نظریه 

. این نظریه عملی [1]به قانون موردر صنعت نیمرسانا معروف شد  

نظر   از  ها  ماسفت  و  حدود  شده  گیت  طول  از   10ابعادی 

سال   گیت    1965میکرومتردر  طول  سال    6به  در   2021نانومتر 

  کاهش یافته اند.

با ادامه کوچک سازی ابعاد ماسفت در مقیاس نانو، جریانهای نشتی 

نیز از سورس به درین و از گیت به کانال افزایش می یابند. افزایش  

میدان  افزایش  آستانه،  ولتاژ  افزایش  باعث  نشتی  های  جریان 

کانال کوتاه در ترانزیستور   الکتریکی داخل ماسفت و افزایش اثرات

   ]6-2[متفاوتی  پارامترهای  از این اثرات  برای جلوگیری    می شود.

استفاده را در نانو ماسفت ها تغییر می دهند از جمله این تغییرات  

آلایش های متفاوت در ناحیه کانال ماسفت می باشد که در این   از

 تحقیق به آن پرداخته شده است.  
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گیتی،  دو  ماسفت  نانو  یک  سازی  شبیه  بعدی    برای  دو  معادله 

ترابرد    پواسون با معادلات  با   )شرودینگر(  بالیستیکیکوپل شده  را 

تعادلی   غیر  گرین  تابع  مشهور  روش  از  می  ]8-7[استفاده  حل   ،

مجموعه دو  شامل  سازی  شبیه  حلقه  معادله   شامل  کنیم.  حل 

ترابرد  معادله  و حل  پتانسیل  پروفایل  آوردن  بدست  برای  پواسون 

 می باشد. برای بدست آوردن توزیع بار و جریان ماسفت 

   حل تابع گرین غیر تعادلی روش 
 معادله پواسون را می توان بصورت زیر نوشت      

 

 
(1 ) 

غلظت حفره ها )برای ماسفت فوق   pمیدان الکتریکی،    Eکه درآن  

نوع   کاملا تهی  باریک  از    nالعاده  توان  کرد(    pمی   nچشمپوشی 

بار   qغلظت دهنده ها و پذیرنده ها،    ANو    DNغلظت الکترونها،  

برای اتصالات گیت از    ثابت دی الکتریک می باشد.   εالکتریکی و  

 استفاده می کنیم. پتانسیل در ناحیه گیت،    1شرایط مرزی دریکله 

GV  کار تابع  و  گیت  ولتاژ  آید  از  می  بدست  گیت  اتصالی  . مواد 

را در نظر می   2برای اتصالات سورس و درین شرایط مرزی نویمن 

گیریم. این شرط مرزی اجازه می دهد که مقدار پتانسیل سورس و 

بدست  اتصالات  ناحیه  در  خنثی  بار  شرایط  تا  باشد  شناور  درین 

از شرط الکترودی  اتصالات  بدون  مرزهای  برای سایر  مرزی   آید. 

 استفاده می شود. میدان الکتریکی صفر 

داخل   در  الکترونی  چگالی  توان  می  گرین  تابع  حل  و   افزارهبا 

را بدست آورد. تحت شرایط بالستیکی   افزاره جریان در ترمینالهای  

دله شرودینگر امع  حل  روش تابع گرین از نظر محاسباتی معادل با

 zابتدا معادله شرودینگر در راستای  .  با شرایط مرزی باز می باشد

 عدی بصورت زیر می نویسیم.را در یک مش بندی دو ب

(2 ) 
 

 

تابع   ،  zجرم موثر الکترون در راستای   که در آن 

ام می باشد. به   i 3ویژه مقدار انرژی برای زیر نوار موج و  

 
1 Dirichlet Boundary Condition 
2 Neumann Boundary Condition 
3 Subband 

ویژه مقادیر انرژی به    zدر راستای  4دلیل محصور شدگی کوانتومی 

برای زیرنوار ترازهای گسسته انرژی زیر نواری تبدیل می شوند. 

i  ام می توان تابع گرین تاخیری را برای ترابرد یک بعدی بصورت

 زیر نوشت. 

 

(3 ) 
 

ماتریس  Σانرژی طولی و جمله سوم رابطه بالا،  iEدر عبارت بالا 

حال یک کمیت جدید را بر حسب ماتریس   .است  5انرژی  -خود

 انرژی بصورت زیر معرفی می کنیم.   -های خود

(4) 
 

ن تبادل الکترون بین اتصالات سورس و درین را بااا کمیت بالا میزا

کانال مشخص می کند. اما در حالت کلی تر این کمیت هر گونه بر 

همکنش اختلالاای )بعاالاوه اثاارات پراکناادگی( در ناحیااه فعااال را 

می نامیم اگرچه ممکاان   6مشخص می کند که آنرا تابع پهن شدگی

یر تعادلی باشااد امااا الکترونهااا از خود در یک حالت غ  افزارهاست  

منبع تعادلی سورس و درین تزریق می شوند. کمیت دیگااری بنااام 

را برای اتصالات سورس و درین بصورت زیر تعریف   7توابع طیفی

   می کنیم.

(5 ) 
 
تابع طیفی مربوط به سورس طبق انرژی فرمی در اتصال سورس پر 

درین طبق انرژی فرماای در اتصااال می شود و تابع طیفی مربوط به  

درین پر می شود. اندازه همه ماتریسها یکسان و براباار بااا ماااتریس 

هامیلتونی می باشد. حال با توجه به روابط بااالا، ماااتریس چگااالی 

 .بدست آورد (6مطابق معادله )الکترونی دو بعدی را می توان 

 

(6 ) 
 

 

انتگرال های فرمی مرتبه   بالا  می   ½جملات اول و دوم در رابطه 

برای    هر نانوساختار دو بعدی قابل استفاده می شود.باشند که برای  

روی   بالا  معادله  از  باید  کلی  الکترونی  چگالی  آوردن   بدست 

های  دره  همه  و  نوارها  زیر  همه  روی  کنیم. سپس  گیری  انتگرال 

 
4 Quantum Confinement 
5 Self-Energy 
6 Broadening Function 
7 Spectral Function 
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الکترونی ببندیم. در نهایت چگالی  سه بعدی را   باند هدایت جمع 

می توان از حاصلضرب ماتریس چگالی دو بعدی در هر گره طولی 

 بدست آورد. شبکه با تابع موج خاص خودش یعنی

 

بنابر این، با استفاده از روش تابع گرین و یک پتانسیل فرضی برای  

را بدست آورد. حال به   nمیلتونی، می توان چگالی حاملها یعنی  ها

با جایگذاری   و  پواسون می رویم  معادله  در   nسراغ  آمده  بدست 

آن، می توان یک پتانسیل جدید بدست آورد. حال با بدست آوردن 

قرار   گرین  تابع  هامیلتونی  در  را  آن  دوباره  جدید  پتانسیل  انرژی 

را بدست آوریم و آنقدر این   n جدید  میدهیم تا چگالی الکترونی  

کار را تکرار می کنیم تا به یک جواب دقیق برای هر دو برسیم که  

خود حل  روش  این  چگالی   8سازگاری-به  داشتن  با  حال  گویند. 

انتقال   الکترونی دقیق می توان جریان را بصورت تابعی از ضریب 

درین را می توان بصورت بدست آورد. ضریب انتقال از سورس به  

   زیر نوشت.

(7 ) 
 

 

به  سورس  جریان  توان  می  انتقال  ضریب  داشتن  با  نهایت  در  و 

 درین را بصورت زیر نوشت. 

(8 ) 
 

گیر  انتگرال  با  نیز  کلی  روی  جریان  همه  ی  روی  جمع  و 

 زیرنوارها و دره ها بدست می آید.

 

      

 

 نانو ماسفت دو گیتی و شرح نتایج ساختار 
شکل      بصورت  مطالعه  مورد  دوگیتی  ماسفت  نانو  و    1ساختار 

 نشان داده شده اند.  1مقادیر پارامترهای مورد نظر در جدول 

 
8 Self-Consistent 

 
 ساختار نانو ماسفت دو گیتی :  1شکل

 مقادیر پارامترهای مربوط به نانو ماسفت دو گیتی :  1جدول

Device parameters Value 

Thickness of body: tbody [nm] 2 

Equivalent oxide thickness: EOT [nm] 0.5 

Source/Drain length: LSD [nm] 7.5 

Gate length: Lg [nm] 9 

Source/Drain doping concentration: 

NSD [cm-3] 

2×1020 

Power supply voltage: Vdd [V] 0.6 

Gate work function: ɸ [eV] 4.20 

Ambient temperature: T [K] 300 

، به  کانال  ناحیه های مختلفآلایش  یبرا درین انی جر 2شکل 

با  ه مشخص است ک دهد.  ینشان م گیت راز ولتاژ ا یعنوان تابع

لتاژ آستانه افزایش و جریان  ولایش در ناحیه کانال آافزایش چگالی 

   یابد.درین کاهش می 

 
 درین ثابت  جریان درین برحسب ولتاژ گیت به ازای ولتاژ:  2شکل

 

افزا کانال  شیبا  سدآلایش  ارتفاع   ابد،ی  ی م  شیافزا  پتانسیل  ، 

ثابت،   گیت ولتاژ    کی  ی. براابدی  ی روشن کاهش م  انیجر  نیبنابرا

کانالغلظت   م  پتانسیلسد  ارتفاع    آلایش  کنترل  واضح  کن  یرا  د. 

افزا با  که  کانال  آلایش  غلظت    شیاست  وارونگpدر  الکترون   ی، 
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بنابرا  فیضع م  انی جر  نیاست.  کاهش  از ابدی   یروشن  کاهش   .
3-cm 19e×= 1bN    3به-cm 20e×1   همانطور که چشمگیر است ،

شکل   است.    (  a)  6در  شده  داده  ناح   نشان   رآستانهیز  هیدر 

آستانه(  )کوچکتر ولتاژ  افزا   از  کانال  غلظت   شیبا  جرالایش   انی، 

 ابدی  یخاموش کاهش م  انیجر  نی و بنابرا  ابدی  یکاهش م  رآستانهیز

  یبرا  ی تمیلگار  اس ی( نشان داده شده است. در مقb)  6در شکل  و  

)3-(cm 20e×= 1 bNبه صفر کاهش می یابد که   خاموش ان ی، جر

خا جریان  که  است  لازم  ها  ماسفت  نانو  طراحی  در  موشی  بسیار 

شکل   شود.  جریان نیز    (c)  6صفر  به  روشن  جریان  مهم  پارامتر 

ده می  نشان  را  مخاموش  و  غلظت د  افزایش  با  که  است  شخص 

کانال الایش  الایش  دارای  که  یابد  می  افزایش  نسبت  این  ستانه آ، 

 مشخص نیز می باشد. 

 
 متر ن دو پارانسبت ای (c)جریان خاموش و  (b)، روشن  جریان (a):  3شکل

 

پارامتر زیر    دو  درین    (s) ستانهآنوسانات  القایی  سد  کاهش  و 

(DIBL)    ماسفتها نانو  طراحی  در  در  باشند.  می  اهمیت  با  بسیار 

غلظت    4شکل   ازای  به  پارامتر  دو  است این  شده  رسم  .  کانال 

که است  می    مشخص  کاهشی  بالا  های  در غلظت  پارامتر  دو  این 

زیر   مقیاس های  در  افزاره  بهبود عملکرد  باعث  که  نانو   10باشند 

 متر می باشد.  

 
    DIBL  و پارامتر کاهش سد القایی درین  ستانهآنوسانات زیر  پارامتر  :    3شکل

 بر حسب آلایش کانال 
 نتیجه گیری

 ادلیتابع گرین غیر تعبا  با استفاده از جفت شدگی معادله پواسون  

روش حل خودسازگار   های  به  افزاره  توان  نانو می  مقیاس  را    در 

ذکر شده مشخص شده است  . در افزاره  حی کردشبیه سازی و طرا

 Sهای  پارامتراثرات کانال کوتاه )  ،با افزایش غلظت الایش کانال  که

از اتصال کوتاه شدن در مقیاس نانو  ( بهبود می یابند و    DIBLو  

 کندجلوگیری می  
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 هچكید
مقال این  تقویت هدر  تبهگن  یک  پارامتری  نظر  کننده  آن   شده  گرفتهدر  پاسخ  غیر  و  همدوس  نور  و  استاندارد  همدوس  نور  است  خطیبه  شده  مقایسه  و  .  بررسی 

حالت  و با    بررسی  خطیریبا رهیافت حالت همدوس غ  هویژبه  ،فوتونی  مارآ رتبه اول و دوم و  ندگی ملانظیر چ  های خروجی این سامانهپرتو  کلاسیکیهای غیرژگیوی
ندگی مرتبه چلاو    کانم  ورکوادرات  دارای چلاندگی مرتبه اول در   هاپرتو   ،خطیخطی و غیر  همدوس  برای هر دو حالت  شده  مانجا  محاسباتطبق    .دشمقایسه    خطی

ن کهاین  با  .ندتهسکوادراتور تکانه  دوم در   آمار فشودمی  ترقویبه مراتب    چلاندگی  خطیحالت همدوس غیرظر گرفتن  با در  پواسونی فرا  وتونی در هر دو مورد، 
 .است

   .فوتونی مارآ  ،یگندچلا  ،خطیحالت همدوس غیر افترهی ،ی تبهگنده پارامترنکن یتقوت  :هاواژهکلید

 

The amplification of squeezing in the output beams from a degenerate parametric 

amplifier based on the nonlinear coherent state approach   
 

Noury, Azadeh; Tavassoly, Mohammad Kazem  

 

Optics and Laser Group, Faculty of Physics, Yazd University, Yazd, 

 

Abstract  
 

In this paper  a degenerate parametric amplifier has been considered and it’s response to the standard coherent 

light and the nonlinear coherent light has been investigated and compared to each other. The nonclassical 

properties of the output beams from this system such as the first and the second order squeezing and the photon 

statistics are  particularly investigated based on the nonlinear coherent state approach and compared to the 

linear coherent state approach. According to the calculations done for both of the linear and the nonlinear 

coherent states, the  beams are squeezed in the first order in position quadrature and are squeezed in the second 

order in momentum quadrature. While the squeezing gets rather stronger  considering the nonlinear coherent 

state, the photon statistics are super-Poissonian in both cases.     
 

Keywords: Degenerate parametric amplifier, Nonlinear coherent state approach, Squeezing, Photon statistics.  

PACS No.  ( 32) 

 دمهقم
ا  ب هایپرتو  بهنسبت خطی ، پاسخ یک محیط غیرخطیاپتیک غیرر د

بالا ب  شدت  قرارمورد  بر  .دگیریم   ررسی  تواند میها  شکنمهاین 

تولید   به  غیرلت احمنجر  الکترومغناطیسیهای  تابش   کلاسیکی 

به کاربرد  [1]  شود  چلانده  هایحالت   موسوم  در ی  هاکه  وسیعی 

م کو اعلااط  وحاسبات  زمینه  کوانتومینگارمز  ،میو ت انت  ، ری 

نآ بدون  تقویت  و  فوتون  از    د. نردا  ویزشکارسازی  لایل دیکی 

با انجکه  ها  حالت   این  یلااهمیت  کاراباعث  نم  و های  ظری 

زیازماآ زمینه شده  یشگاهی  این  در  به   است این  دی  که  نویزی  که 

  . [2]  است   ترخلا هم کم همدوس و  از حالت  کنند  وارد می  امانهس
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یک لیزر با شدت بالا کنش  همبرنده  چلا  حالت تولید    منابعز  ا  یکی

تتقویت با   پارامتری  با   [1]  فرایند در مرجع  نیا  .است   بهگنکننده 

هم حالت  استورودی  اپتیکی  اندارددوس  محیط  یک    به 

تبهگن()تقویت  پارامتری  است   کننده  شده  دی  .انجام  سوی  گر،  از 

تعمیم از  استاندا  هایحالت   مهم  هاییکی  حالت درهمدوس  های ، 

غیر تولید  [6] مرجع در    .[4,5] ت اس  یخطهمدوس  نحوه 

غ تزریق  ب  طییرخآزمایشگاهی حالت همدوس   ترازیسه  هایاتما 

با  ب مشدد  گرفتهدومدی  میدان  ه یک  قرار  بررسی  در   ت.اس   مورد 

بع غیرخطیت تا  اب  خطیتا یک حالت همدوس غیر نیمآاین مقاله بر  

مرجع   خاصی در  ا   یمعرف   [3]  که  راشده  حالت   ست  جایگزین 

مرجع  همدوس حالت   کنیم  [1]  در  خروجی  هایو   های چلانده 

  هایراتوریز کوادخوافت   بهمحاس  س ازپ  مقایسه کنیم.  هم  با  را  هاآن 

تابع همبس  و تکانهان  مک چلاندگی مرتبه اول و    ،ممرتبه دو  تگیو 

مقایسه   شده  گرفته  در نظر  را در دو حالت   هاآن   یفوتون  ارآمدوم و  

 . مایکرده
   سامانهیف صتو  

تقویت       یک  تبهگندر  پارامتری  ص   پمپ   موج  ،کننده   ورت به 

و   کرده  کنشمهبر  یطخرمحیط غیبا یک    پرتو همدوس قوی  کی

تولیدجمن به  سید  ر  پرتو  هام شو یم  سرگردانو    گنالو  ونی یلت د. 

زیر کنش به صورت  هم در تصویر بر  مانه اپتیکیاچنین س  کنشهمبر

   :است 

(1)                                      
2† 2 †( ),V a b a b= + 

آ  که ترتیب   a  و  b  ندر  پمنابودی  های  عملگربه  و موج    پ 

 هستند  هاآنهمیوغ هرمیتی     a†و     b†،  دندهمی  ال را نشانگنسی

پذ  وابسته  شدگیت جف  بت ثا  κو    مدوتبه  مر  یطخغیر  ییرفتاربه 

پارامت  .ت اس تقریب  که   پمپ   موج   ،ریدر  است  قوی  قدری  به 

بتو می با    صورته  ان  )د کر دبرخور  آنکلاسیکی  )i

pb e  −= ،

                                                            :خواهیم داشت (  1)بطه  ار  از  بنابراین

(2)                      †2 2( ),i i

p pV a e a e   −= +       

آ در  فاز  pو      نکه  ترتیب  ه   دامنهو    به  پمپ  با  .  ستندموج 

 :داریم رگبیزنهاحرکت  هلمعاد حل

(3)          †

0 0( ) cosh( ) sinh( ) ,i

p pa t a t ia t e −=  −  

(4)           † †

0 0( ) cosh( ) sinh( ) ,i

p pa t a t ia t e =  +  

2p  آن  در  که  p =، 0 ( 0)a a t= †و  = †

0 ( 0)a a t= = 

تکانه   مکانهای  وروادراتک   .است    ت ربه صو   اول(  تبه)مر دانمیو 

          :[2] شوندمییف عرت زیر

    )(5                           
† †

1 2 ,       .
2 2

a a a a
x x

i

+ −
= = 

 :کنیمیف میتعرزیر  رتو صل را به مرتبه اودگی نچلاشرط  

 

 

2

1 2

1 2

2 ( ) ,
,  (i=1,2),  -1 0.

,
i i

i

x x

x x x
s s

x x

 −
=        (6)   

پمپ   و فاز دهبو  خلادر حالت  میدانابتدا که در  فرض اینبا 

2


  داریم: حالت خطیبرای  ،شدبا =

(7)      
1 2

exp[ 2 ] 1,   exp[2 ] 1.x p x pS t S t= −  − =  − 

یافته  شکلرییتغ نابودیعملکر  a  دیعملگر نابو جای هر باگ حال 

A ( 3[ خطیغیرس همدوحالت[)  مداری دهیم را قرار:            

(8)        † †1    1  ,
2 2

b b

a a

A a n A n a
 

 
= + → = + 

آن  که   در 
2 a





=،  a سیگنا   بسامد †، لپرتو 

bn b b=  و  

 نظر گرفتدر ن  . بااست خطی  غیر  کنشهمبر  ضریب  
2


 و  =

 :شت خواهیم دا (2)با تعمیم رابطه 

(9)                           
2 2†( ).i i

p pV A e A e   −= +  

 با حل معادله حرکت هایزنبرگ داریم:
†

0 0( ) cosh[ (1 )] sinh[ (1 )],p b p bA t A t n A t n =  + −  +  

(10)   
† †

0 0( ) cosh[ (1 )] sinh[ (1 )].p b p bA t A t n A t n =  + −  +  

(11) 

† است. حال     †

0 ( 0)A A t= = 0 و  ( 0)A A t= = که در آن  

  شکلتغییر زونیو ب  گرعملرا بر اساس  تکانه و ناکی ما هاتورردکوا

: کنیممی دوباره تعریف  (خطیحالت همدوس غیر)  یافته  
† †

1 2,      .
2 2

A A A A
X X

i

+ −
= =                          (12)                             

داریم:  (6)رابطه بر اساس با انجام محاسبات   

1

2[ 2 (1 )] 1,X p ps exp t = −  + −                         (13)                                

2

2[2 (1 )] 1.X p ps exp t =  + −                           (14)                       
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  1 0 (i=1,2)
iXS−    در این جا نیز شرط چلاندگی به صورت  

 p
C




=  است . در ادامه نمودارهای مربوط را با در نظر گرفتن  

   .نیمک می رسمنسبت این دو پارامتر  فمختلقادیر برای م

 
  هر دو حالت در ر مکانکوادراتو ی راب رتبه اولم چلاندگیپارامتر  :1لشک

. 1C =  غیرخطی )منحنیهای پیوسته(  و خطی )منحنی خطچین( به ازای 

 
 ر دو حالت خطیه در نادراتور مکاکو ی ابر مرتبه اول گیچلاندپارامتر  :2شکل

. 2C =  )منحنی خطچین(  و غیرخطی )منحنیهای پیوسته ( به ازای 

 
 
 هر دو حالت خطی در کوادراتور مکان ی برا مرتبه اول ندگیچلاپارامتر  :3کلش

 . 3C =  )منحنی خطچین(  و غیرخطی )منحنیهای پیوسته ( به ازای 

 

 
هر دو حالت   درن دامی ه  تکاناتور کوادر برای  مرتبه اول چلاندگیپارامتر  :4کلش

. 1C =  خطی )منحنی  خطچین( و غیرخطی )منحنیهای  پیوسته ( به ازای 

 
هر دو   در نمیدا نهکوادراتور تکا برای مرتبه اول چلاندگیرامتر پا :5 شکل

حالت خطی )منحنی خطچین(  و غیرخط ی )منحنیهای  پیوسته ( ب ه ازای  

. 2C =  
کوادراتور  در  مرتبه اول چلاندگی دهد کهمیشان ن 1-3 یاهلشک

میزان این   غیرخطیبه  خطی حالت ل و با تبدی دهدرخ می مکان

   . است  چلاندگی افزایش یافته

به دومدگی مرتچلان  
  و تکانه نمکا یها رادراتو و وم، ک به دمرت سی چلاندگیرای بررب

: شوندبه این صورت تعریف می حالت خطیبرای   یافتهتعمیم   
2 †2 2 †2

1 2,       .
2 2

a a a a
x x

i

+ −
 = =                         )15( 

: خواهیم داشت  (6)رابطه  بر اساس با انجام محاسبات  

1 2
cosh(2 ) 1,   sech(2 ) 1.x p x pS t S t =  − =  −           )16(    

  حالت  ایبرا  ریافته یم تعم کانهو ت انمک های دراتورکوا اگر 

:تعریف کنیم به صورت زیر خطیرغی  
2 †2 2 †2

1 2,       .
2 2

A A A A
X X

i

+ −
 = =                                  )17(   

م داشت:خواهی (6)رابطه  بر اساس با انجام محاسبات                                                       

1

2cosh[ 2 (1 )] 1,X p pS t  = −  + −                                      )18(  

 (19)                                 
2

2sech[2 (1 )] 1.X p pS t  =  + − 

 : کنیمزیر توجه می هایداررای مقایسه دو حالت به نمو ب

 
دو حالت هر    دریافته  تعمیم  مکان  کوادراتور  یبرا   مرتبه دومدگی  چلان  :6شکل

1C  یا ازبه  (یوسته پ  هاینی)منح ،خطیو غیر (ینچ خط  )منحنی خطی = . 
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هر دو حالت   درافته  یمیمتع  مکان  کوادراتور  رایب   تبه دوممرچلاندگی    :7کلش

2C  به ازای (پیوسته های  حنی)من  خطیو غیر (چینخطنحنی  )م خطی  = . 

 
ت لدو حا   هر  رد  یافتهمیمتع  تکانهور  کوادرات  رایب   مرتبه دومچلاندگی    :8شکل

1C  ه ازایب (پیوسته های  )منحنی خطییرو غ  (چینخط)منحنی   خطی = . 

 
ت هر دو حال  در  تهیافتعمیمتکانه  ر  اتوکوادربرای    مرتبه دوم  چلاندگی  :9لشک

2C  ایزبه ا (پیوسته های  )منحنی خطیو غیر (چینخط)منحنی   خطی = . 

 
هر دو حالت   در  یافتهتعمیمنه  تکاکوادراتور    ایبر  مرتبه دومندگی  چلا:  10کل  ش

3C به ازای (پیوسته های  )منحنی خطیو غیر (چینطخ)منحنی   خطی =. 

شکل برایمرت  گیندچلا  8-10  هایطبق  دوم   تکانهتور  کوادرا  به 

می دمی رخ  ت  ددهان  با   ونیبوز   به  ونیزبو ملگر  عیل  بدو 

ر مقدا ا افزایشب هنحوی ک ه ب ر شدهتبیش ندگیچلا ،افتهیشکلتغییر

    وC ممکن چلاندگی()بی   -1به    ارامتر چلاندگیپ نیز   شینه 

صد   شودمی  یکنزد در  صد  که   هاییلت حا  .([2]  )چلاندگی 

می  دارند  دوم  مرتبه  خروجی   توانندچلاندگی  نویز  کاهش    در 

  .[7] موثر باشندطی اپتیک غیرخ یهاابزار

 

 فوتونی مارآ
و  aنابودی   رگعمل ای بر g²(0) بعتا فوتونی مارآ سیرای بررب

 د: شو می عریفتزیر صورت   به A  یافتهکلشبودی تغییرناعملگر 

 (20(        
†2 2 †2 2

2 2

2 2
† †

(0) ,       (0) .a A

a a A A
g g

a a A A
= =   

به   خطیطی و غیرمدوس خه های ای حالت ات برببا انجام محاس

   سیم:ربط زیر میروا

(21)                                      2 2(0) 2 coth [ ],a pg t= +  

 22)(              2 2 2(0) 2 coth [ (1 )].A p pg t = +  + 

1)2وptکه    جا  ن آاز   )pt   ،هستند  مثبت   همیشه +

جه ر نتید  ،دشو می   یک  از  تررگبز  پربولیک کتانژانت هایبع  اتبنابراین  

   کنند.پیروی میراپواسونی ف ونیار فوتآماز ذکرشده حالت  دو هر

برای هر دو حالت خطی و غیرخطی که    دادیمن  نشا  :گیرینتیجه

مرت مکان  کوادر  برای  اولبه  چلاندگی  دو  یندگ و چلااتور   م مرتبه 

ه بر چلاندگی  پارامت  ،و   Cافزایش    او ب  دهدیرخ م  تکانه  برای

 ،حالت خطی  ای به جتی  وق  اینبنابر  .شودتر مینزدیکود  بیشینه خ

نظر می   را  ت غیرخطیحال از   .شودمی  تقویت   چلاندگی  گیریمدر 

از  شبی  یخطخطی و غیر  هر دو حالت   در  )g²)0  ا کهج  نآ  1تر 

 . دنکنمی پیرویار فراپواسونی مآز ا عهطالمورد م هایحالت  است 
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 چكیده
 کیپردازیم. به ناحیه نرمال می pmmn-8بوروفین  هیلا تک سیفرومغناط-نرمال-سیاتصال فرومغناط در ها الکترون ایاسپینی و دره ترابرددر این مقاله به بررسی 

 دانیعمال ما شود کهمشاهده می ؛و قطبش عبوراحتمال  رسم نمودارهای . باشود یاعمال م ،سیفرومغناط هیرلایز قیاز طر ،یتبادل دانیمدو  و به پایانه ها چهیدر لیپتانس

کامل  طبشقبا  یمفر یانرژ بازه شیباعث افزا یبردار موج عرض شیافزا در این سیستم. گرددیم یعبور های در الکترون ینیقطبش اسپ جادیباعث ا یتبادل یسیمغناط
است.  نیرافگ هیبا تک لا سهیدر مقا نیبوروف هیتک لا یایاز مزا یکی نیکه ا شده گریکدی از ها دره یموجب جداساز چهیدرپتانسیل اعمال  نیهمچنشود.  یم ینیاسپ

 یفرم یانرژ رییرا با تغای و دره ینیقطبش اسپ میانتو یما م به طور خلاصه، در این سیستماست.  ستمیبه اعمال کرنش در س ازنی ها شکافت دره یبرا نیدر گراف رایز

 نیدره و اسپ لترید به عنوان فتوان یم ولیترونیکی داشته وو  یکیتروننیاسپ ادواتاستفاده در  یبراقابلیت خوبی ن یبوروف هیتک لا لذا. میکنترل کن لیاندازه سد پتانس ای
 .باشد دیمف

 
 کلید واژه ها :

 

 ، نانو الکترونیکفیلتر اسپینیه بوروفین، ترابرد کوانتومی، تک لای

 
Golfeshan, Hossein; Nikoofard, Hossein; Nikoofard, Narges  

 

Institute of Nanoscience and Nanotechnology, University of Kashan, Kashan 
 

Abstract  
 

In this paper, we investigate the spin and valley transport of electrons in the ferromagnetic-normal-ferromagnetic 

junction of the 8-pmmn borophene monolayer. A gate potential is applied to the normal region and two exchange 
fields are applied to the terminals via the ferromagnetic substrate. By plotting the transmission probability and 

polarization, we observe exchange magnetic field causes spin polarization in transmitted electrons. In this system, 

increasing the transverse wave vector increases the Fermi energy range with fully spin polarization. Also, 

applying the gate potential causes the valleys to be separated from each other, which is one of the advantages of 

borophene monolayer compared to graphene monolayer. Because in graphene, it is necessary to apply strain to 

the system to split the valleys. In this system, we can control the spin and valley polarization by changing the 

Fermi energy or the size of the potential barrier. Therefore, borophene monolayer has a good ability to be used 

in spintronic and valleytronic devices and can be useful as a valley and spin filter. 
 

key words Quantum transport, Borophene monolayer, Spin filter, Nanoelectronic           
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  قدمهم
آمیز اولین ماده تک لایه دو بعدی تهیه موفقیت بعد از     

و  [3]، ژرمانین [2]مانند سیلیسین IV ، مواد گروه)[1]گرافین(

 دی کالکوژنیدهایاند. همچنین سنتز و پیش بینی شده، [4]استانین

 آرسنین ،شامل فسفرین V و مواد تک لایه دو بعدی گروه فلز واسطه 

ای ردهگست نیز در آزمایشگاه و محاسبات تئوری به طور و آنتی مونین

بعدی به دلیل خواص منحصر به  مواد دو .مورد تحقیق قرار گرفتند

مانند ساختار نواری خطی نزدیک به سطح فرمی، رسانایی  شانفرد

رد و تراب نوریهای ویژگی ها،سختی آن ،حرارتی بالا و الکتریکی

برای استفاده در ادوات  لذا .باشندالکترونی حائز اهمیت می

، انتقال اطلاعات و کامپیوترهای الکترونیکی، ذخیره انرژینانو

 III اخیراً مواد تک لایه دو بعدی گروه .مفید خواهند بود کوانتومی

ار مورد توجه قرهای مختلف به طور گسترده فاز شامل بوروفین با

 .[5,6] گرفته است

های این ماده به علت ناهمسانگردی ساختاری و داشتن مخروط 

 و نوری الکترونیکی، حرارتی، مکانیکی، خواصدیراک کج شده 

 ایدار بوروفین همچنین .خوبی از خود نشان داده است ابررسانایی

 هایریبات قلیایی، فلز یون هایریبات در زمینه ایبالقوه کاربردهای

 رد کاتالیزور و حسگر ابرخازن، هیدروژن، سازیذخیره لیتیومی،

 . [7] باشدمی اکسیژن تکاملو  هیدروژن تکامل

 خواص الکترونی در بررسیفیزیک کوانتوم با توجه به اهمیت  

 به مطالعه ترابرد کوانتومی حاضر، مقاله در ،ساختارها در مقیاس اتمی

اتم در سلول واحد  8 یکه دارا  pmmn-8 نیبوروفترون ها در الک

فوق العاده،  یریانعطاف پذ  یدارا دهما نیا پردازیم.میخود است 

 تیناهمسانگرد و شفاف راکیشبکه کم، مخروط د یحرارت تیهدا

 از این فرومغناطیس -نرمال-رومغناطیسفیک اتصال است.  یعال

دهیم که تحت تاثیر اختلال ار میماده را به عنوان سیستم مدنظر قر

های خارجی از جمله پتانسیل دریچه و میدان مغناطیسی تبادلی قرار 

ثرات امی گیرد. با رسم نمودارهای احتمال عبور و قطبش، به بررسی 

پهنای سد، بردار موج عرضی و اندازه سد پتانسیل روی قطبش 

 .پردازیممیاسپینی و دره ای 

  روابط ریاضیمدل و 

ه بفرومغناطیس بوروفین را  -نرمال-ما یک اتصال فرومغناطیس 

که در آن دو میدان مغناطیسی  در نظر می گیریم 1صورت شکل 

و یک پتانسیل دریچه به ناحیه  های چپ و راستتبادلی به پایانه

 مرکزی )کانال( اعمال شده است.
 

 
ن وفین. دو میدافرومغناطیس بور-نرمال-نمایی از اتصال فرومغناطیس :1شکل 

ها اعمال پایانهناشی از اثر مجاورت یک عایق فرومغناطیسی، در مغناطیسی تبادلی 

 dطول به ناحیه کانال با  gVبرای کنترل ترابرد الکترون، ولتاژ دریچه شود می

 شود.اعمال می

 

 [6]باشدبه صورت زیر میاتصال این هامیلتونی 

𝐻 = 𝜂ћ(𝑣𝑥𝑘𝑥𝜎̂𝑥 + 𝑣𝑦𝑘𝑦𝜎̂𝑦+𝑣𝑡𝑘𝑦𝐼) + 𝑒𝑣𝑔𝐼 + 𝜎𝑚𝐼 

 (1) 

𝑣𝑥   ناهمسانگرد هایسرعت رابطه فوق در = 0.88𝑣𝐹و        

 𝑣𝑦 = 0.86𝑣𝐹 شدگی هستند، سرعت کج 𝑣𝑡 = 0.23𝑣𝐹  با

 𝑣𝐹 = 00
8 𝑚 𝑠⁄،است 𝜂 = دهنده شاخص دره  نشان (−)+

 𝑘𝐷(−𝑘𝐷)است.  ћ  ،ثابت پلانک𝐼 ،ماتریس واحد 𝜎𝑥,𝑦  نشان

𝑘𝑥بارالکترون،  𝑒 ،پائولی هایدهنده ماتریس بردار موج در  𝑘𝑦و   

اندیس  𝜎دریچه، پتانسیل الکتریکی  ، 𝑣𝑔هستند.   𝑦و   𝑥جهت 

 .دهدها را نشان میدر پایانه شدت مغناطش 𝑚 و اسپین

 نرژی برابر است باا ویژه مقادیر 

𝐸 = 𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦 + 𝑒𝑣𝑔 + 𝜎𝑚 ±

                                       √(𝜂ћ𝑣𝑥𝑘𝑥)3 − (𝑖𝜂ћ𝑣𝑦𝑘𝑦)
3
 (2   )
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توابع موج  باند هدایت )ظرفیت( را نشان می دهد. (−)+که در آن 

 اشد:بو پایانه راست به ترتیب به صورت زیر میپایانه چپ، کانال در 

𝜓𝐿 = 𝜓𝐿
𝑖 + 𝑟𝜓𝐿

𝑟 

𝜓𝑀 = 𝑎𝜓𝑀
𝑖 + 𝑏𝜓𝑀

𝑟                                               (3) 

𝜓𝑅 = 𝑡𝜓𝑅
𝑡  

ضریب  𝑎 (𝑏)و  عبورضریب  𝑡ضریب انعکاس،  𝑟 در روابط فوق

ژه ن هامیلتونی و ویددا با قرار. کانال هستندحیه )انعکاس( در نا فرود

در  وریعب، بازتابی و فرودیتوابع موج  مقادیر در معادله شرودینگر 

 هر ناحیه عبارتند از:

𝜓𝐿
𝑖(𝑟)

= (0, 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑘𝑥

𝑖(𝑟)
+𝑖ћ𝑣𝑦𝑘𝑦

𝑖(𝑟)

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦
𝑖(𝑟)

−𝜎𝑚
)

𝑇

𝑒𝑖(𝑘𝑥
𝑖(𝑟)

𝑥+𝑘𝑦𝑦)  

𝜓𝑀
𝑟(𝑖)

= (0, 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑞𝑥

𝑟(𝑖)
+𝑖ћ𝑣𝑦𝑞𝑦

𝑟(𝑖)

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦
𝑟 )

𝑇

𝑒
𝑖(𝑞𝑥

𝑟(𝑖)
𝑥+𝑘𝑦𝑦)

       (4) 

𝜓𝑅
𝑡 = (0, 𝜂

ћ𝑣𝑥𝑘𝑥
𝑡 +𝑖ћ𝑣𝑦𝑘𝑦

𝑡

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦
𝑡 −𝜎𝑚

)
𝑇

𝑒𝑖(𝑘𝑥
𝑡 𝑥+𝑘𝑦𝑦)  

شرایط مرزی زیر در ناحیه برای بدست آوردن ضریب عبور، از 

 شود: ، استفاده میکانال
𝜓𝐿(0) = 𝜓𝑀(0) 

𝜓𝐿(𝑑) = 𝜓𝐿(𝑑)                                                   (5) 

 ضریب عبور برابر است با:

𝑡𝜂 =
(𝐴𝑖−𝐴𝑟)(𝐵𝑖−𝐵𝑟)𝑒

𝑖(𝑞𝑥
𝑟+𝑞𝑥

𝑖 −𝑘𝑥
𝑡 )𝑑

(𝐴𝑟−𝐵𝑟)(𝐶𝑖−𝐵𝑖)𝑒𝑖𝑞𝑥
𝑖 𝑑+(𝐵𝑖−𝐴𝑟)(𝐶𝑖−𝐵𝑟)𝑒𝑖𝑞𝑥

𝑟 𝑑
 (6              )  

 که در آن:

 𝐴𝑖 = 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑘𝑥

𝑖 +𝑖ћ𝑣𝑦𝑘𝑦
𝑖

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦
𝑖 −𝜎𝑚

  

𝐴𝑟 = 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑘𝑥

𝑟+𝑖ћ𝑣𝑦𝑘𝑦
𝑟

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦
𝑟−𝜎𝑚

  

𝐵𝑖 = 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑞𝑥

𝑖 +𝑖ћ𝑣𝑦𝑞𝑦
𝑖

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑞𝑦
𝑖 −𝑒𝑣𝑔0

(7  )                                             

𝐵𝑟 = 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑞𝑥

𝑟+𝑖ћ𝑣𝑦𝑞𝑦
𝑟

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑞𝑦
𝑟−𝑒𝑣𝑔0

  

𝐶𝑖 = 𝜂
ћ𝑣𝑥𝑘𝑥

𝑖 +𝑖ћ𝑣𝑦𝑘𝑦
𝑖

ɛ−𝜂ћ𝑣𝑡𝑘𝑦
𝑖 −𝜎𝑚

  

سبه   صورت زیر قابل محا سته به دره به  احتمال عبور الکترون واب

 :است

𝑇𝜂 = |𝑡𝜂|
3

 (8)                                                              

احتمال عبور وابسته به اسپین برای اسپین بالا و اسپین پایین با فرمول 

 شود:زیر معرفی می

𝑇↑(↓) = 𝑇𝑘
↑(↓)

+ 𝑇
𝑘′
↑(↓)

                                             (9)             

با فرمول زیر  ’kو  kبور وابسته به دره برای دره همچنین احتمال ع

 شود:معرفی می

𝑇𝑘(𝑘′) = 𝑇𝑘(𝑘′)
↑ + 𝑇𝑘(𝑘′)

↓     (11)                                 

 وند:شهای زیر معرفی میقطبش اسپین بالا و پایین نیز با فرمول

𝑃𝑠 =
|𝑇↑|−|𝑇↓|

|𝑇↑|+|𝑇↓|
 (11)                                                      

𝑃𝑣 =
|𝑇𝑘|−|𝑇𝑘′|

|𝑇𝑘|+|𝑇𝑘′|
   (12)                                                  

 نتایج

در این بخش به بررسی اثرات میدان تبادلی، بردار موج عرضی و 

 پردازیم.یای مال عبور و قطبش اسپینی و درهپتانسیل دریچه بر احتم

برحسب انرژی فرمی به  اسپین احتمال عبور وابسته به 2در شکل

 نانومتر 41 ، پهنای سدمیلی الکترون ولت 311 شدت مغناطش ازای

  در غیاب پتانسیل دریچه رسم شده است.

 
 d=41 nm به ازایبرحسب انرژی فرمی وابسته به اسپین احتمال عبور :2شکل 

ky=1.1 nm-1 ، شدت مغناطش m=311 meV در غیاب پتانسیل دریچه. 

 

فتار رهای بالا و پایین اسپیناحتمال عبور برای شود که مشاهده می

نوسانی دارد که ناشی از تداخل ویرانگر و سازنده بین امواج فرودی 

اعمال میدان تبادلی باعث جدا شدن و بازتابی از سد پتانسیل است. 

میلی  321تا  281در بازه انرژی  گردد.های بالا و پایین میسپینا

الکترون ولت احتمال عبور اسپین بالا صفر اما اسپین پایین صد در 

را کنترل  یتوان با تنظیم انرژی فرمی، قطبش اسپینمیصد است. لذا 

احتمال عبور اسپینی  9لازم به توضیح است که با توجه به معادله  کرد.

 شده است. 2دره بالا و پایین است لذا حداکثر مقدار آن  جمع حاصل
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شود که با افزایش اندازه بردار موج عرضی می مشاهده 3 در شکل

بازه انرژی مربوط به قطبش کامل اسپینی  دامنه نوسانات شدیدتر و

شود. این به نحوی بیانگر کنترل قابلیت فیلتراسیون با تر میبزرگ

 باشد. می kyتنظیم 

 

                  ژی فرمی به ازای بردار موج عرضیبر حسب انر اسپینیقطبش  :3کل ش

 ky = 1.15 nm-1  وky = 𝑚 ه ازایب و  1.1 = 311meV ،𝑑 = 81nm 

 پتاسیل دریچه.در غیاب 

 

ای بر حسب انرژی فرمی به ازای دو پتانسیل قطبش دره 4در شکل 

ان دهنده تفکیک نش -1و  1دریچه متفاوت رسم شده است. قطبش 

ها در حضور پتانسیل دریچه است. این نتیجه جالبی است که در دره

ها را از هم تفکیک نمود. بوروفین می توان با اعمال ولتاژ خارجی، دره

در حالی که در گرافین و سیلیسین چنین امکانی وجود ندارد. نکته 

طبش قتوانیم روی قابل توجه دیگر این است که با تغییر ولتاژ می

 ای کنترل داشته باشیم. دره

 
ای برحسب انرژی فرمی به ازای دو مقدار متفاوت قطبش دره الف( :4 شکل

 m=311 meVشدت مغناطش ،  ky=1.1 nm-1پتانسیل دریچه. در این شکل

، d=41 nm در غیاب پتانسیل دریچه. 

  نتیجه گیري
 اتصالر را د ای و اسپینیهای ترابرد درهویژگی مقالهدر این 

لایه تک. بررسی کردیمفرومغناطیس بوروفین -نرمال-فرومغناطیس

و میدان  دریچه ولتاژسد پتانسیل ناشی از در حضور  بوروفین

م رس قرار دارد. بازیرلایه مغناطیسی  مغناطیسی تبادلی حاصل از

 مشاهده کردیمای نمودارهای احتمال عبور و قطبش اسپینی و دره

جاد یجداشدن اسپین ها و ا باعث طیسی تبادلیمیدان مغناکه اعمال 

اندازه بردار موج عرضی روی شود. قطبش اسپینی در سیستم می

ن بردار تر شدبزرگبا  وپهنای ناحیه قطبش کامل تاثیر مستقیم دارد 

همچنین  .کندافزایش پیدا می ی ناحیه قطبشپهناموج عرضی، 

این از  کند کهیاز هم تفکیک م را دره ها پتانسیل دریچهاعمال 

لایه گرافین است زیرا در لایه نسبت به تکمزایای بوروفین تک

گرافین برای جداسازی دره ها از یکدیگر نیاز به اعمال کشش در 

تغییر انرژی فرمی و یا تغییر اندازه سد پتانسیل دو . سیستم است

ای و اسپینی دره ها قطبشتوانیم از طریق آنعاملی هستند که می

ین لایه بوروفکند که تکهای مذکور بیان می. یافتهنترل کنیمرا ک

های مناسبی برای استفاده در ادوات اسپینترونیک و دارای قابلیت

 ای و اسپینی موردتواند به عنوان فیلتر درهولیترونیک بوده و می

  استفاده قرار گیرد.
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  چكيده
 يك گاه و نيست خوشرفتار و هموار تابعي هميشه سودارشان -گلاوبر تابع. دارد عملياتي مشكل يك سودارشان، –تعريف غيركلاسيكي بودن از طريق تابع گلاوبر 

كارتابع  نيا ي. براميباش ييط بهترشرا بدنبال بايد تعريف، اين كردن كاربردي براي. است سخت آن مستقيم غير يا و مستقيم گيريهانداز لذا است، يافته تعميم تابع

  وابسته است.  خود ريكه فقط به قدر مطلق متغ ميكنيم يمعرف يديجد لتريفوك ف يحالت ها يكيركلاسيغ عيتابع شبه توز يبرا نجاي. در اميكنيم فيتعر لتريف

  

 سودارشان، تابع فيلتر.-ناكلاسيكي حالت، توابع شبه احتمال، تابع گلابر كليد واژه ها :

  

Analytical and numerical calculation of filter function for non-classical  
Fock states quasi-distribution  

 
Soori, Ashkan1; Nahvifard, Elahe1 ; Bazrafkan, Mahammad Reza1 

 
1 Physics group, Imam Khomeini International University, Qazvin 

 
Abstract  

 
The definition of non-classicalness through the Glauber-Sudarshan function has an operational problem. The 
Glauber-Sodarshan function is not always a smooth and well-behaved function, and sometimes it is a 
generalized function, so it is difficult to measure it directly or indirectly. To apply this definition, we must look 
for better conditions. We define a filter function for this task. Here, we introduce a new filter for the non-
classical quasi probability functions of Fock states, that depends only on the absolute value of its variable.  
 

key words: non-classicality states, quasi probability functions, Glaber-Sodarshan function, filter function 

         

  مقدمه

اطلاعات كوانتومي توجه خاص به  پتيك كوانتومي ودر علم ا

-معروف هستند شده هاي همدوسهايي خالص كه به حالتحالت

شوند كه نظير هاي كلاسيك محسوب مياست و جز حالت

 سودارشان اپراتور - نوسانگر كلاسيك هستند. نمايش گلاوبر

  تواند به شكلچگالي به عنوان يك حالت كوانتومي دلخواه كه مي

  ]. ١و٢[تركيب آماري از حالتهاي همدوس نوشته شود 

 
 cd P2̂        
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سودارشان عملگر چگالي مانند مشخصاتي از  - اگر تابع گلاوبر  

تابع توزيع احتمال كلاسيكي باشد آنگاه حالت كوانتومي مشابه  

  .بودكلاسيك دارد و در غير اين صورت حالت غيركلاسيك خواهد

سودارشان ممكن است كه مقادير  -حاصل تابع گلاوبردر واقع 

هاي غيركلاسيكي رفتار اين تابع باشد كه اغلب براي حالت منفي

داراي تكينگي شديد و اندازگيري غيرممكن است، مثل همبستگي 

  حالت كوانتومي كه به يك حالت غيركلاسيك اشاره دارد.

 –گلاوبر  بنابراين مشكل عمده تعريف ناكلاسيكي تكينگي تابع

شود كه به صورت تجربي سودارشان است و اين تكينگي باعث مي

يري گهسودارشان را انداز –نتوان تابع توزيع شبه احتمال گلاوبر 

هاي كوانتومي خاص است كه به كرد و تنها براي برخي از حالت

  صورت تقريبي اين شبه احتمال بدست مي آيد.

اند ناكلاسيكي معرفي شدهبراي حل اين مشكل توابع شبه توزيع 

بودن، منفي پذيري آنها شرط كافي براي ناكلاسيكي كه ضمن هموار

بودن حالت است. به علت تكين بودن نمايش گلاوبر براي اغلب 

هاي غيركلاسيك فرم منظم شده آن كه همان تابع شبه توزيع حالت

هاي هاي خاصي مانند توزيعغيركلاسيكي است تنها براي حالت

- است و محاسبه فرم صريح چنين توابعي ميمحاسبه شده گاوسي

تواند در آشكارسازي ناكلاسيكي حالات كوانتومي نور به كار آيد. 

-براي تابع شبه توزيع غيركلاسيكي حالت در اينجادر اين تحقيق، 

- معرفي شدهبه صورت تحليلي و عددي فيلتر  يك تابعهاي فوك 

  است.

س رفتار نمايش تعريف حالت غير كلاسيكي بر اسا

  سودارشان -گلاوبر

به فرم  حالت همدوس ]٣[سودارشان  -نمايش گلاوبر  

     P 2       در فضاي فاز، در يك نقطه متمركز

كلاسيك از حالات همدوس داراي -است. بنابراين تركيب آماري

آن مانند يك تابع سودارشان -اين ويژگي است كه نمايش گلاوبر

تابعي  ،اگر تابع گلوبر سودارشان يك حالتاحتمال فيزيكي است. 

باشد كه مقادير منفي بر فضاي فاز بگيرد، يا اينكه يك تابع تعميم 

ي تكين تر از تابع دلتاي ديراك باشد، حالت را غير كلاسيك يافته

شود كه گوييم. در واقع حالت وقتي كلاسيك محسوب مي

تابع P   همه خواص يك تابع چگالي احتمال فيزيكي را داشته

يعني، وقتي عملگر چگالي برابر تركيب آماري از حالت هاي  .باشد

همدوس به فرم cd P2̂        باشد كه در آن

 cP  يك تابع حقيقي، مثبت، و بهنجار توزيع احتمال

خود حالت همدوس با اين سنجه كاملا  . مثلا،]١و٢[است

شود ولي حالت هاي فوك ( ويژه حالت كلاسيكي محسوب مي

  شودهاي انرژي ) كه به صورت زير تعريف مي
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اين تابع شامل مشتقات مراتب متفاوت از تابع دلتاي ديراك است. 

مورد مثبت نيست و سودارشان در اين  -بنابراين نمايش گلاوبر

هاي باشد؛ لذا، حالتتر ميهمچنين از تابع دلتاي ديراك تكين

  تعداد فوتوني، بجز حالت خلا، همگي غير كلاسيك هستند. 

هاي غير كلاسيك، حالت خلاء چلانده مثال ديگر براي حالت

است. غير كلاسيكي اين حالت در ارتباط با پاشندگي 

مطابق اصل عدم قطعيت د. شوكوادراچرهاي ميدان آشكار مي

1،هايزنبرگ 1ˆ ˆ,
2 4

     X Y X Y  و در حالت فرين متقارن

1

2
  X Y  اگر يكي از اين دو پاشندگي كمتر از مقدار فرين

متقارن شود، حالت چلانده خواهد بود. بنابراين اگر پاشندگي  X 

سودارشان  –حتما بايد تابع گلاوبر  باشد ، ٢/١) كوچكتر از Yيا(

جايي بر فضاي فاز منفي باشد و حالت حتما غيركلاسيك است. 

سودارشان ، يك  –تعريف غيركلاسيكي بودن از طريق تابع گلاوبر 

سودارشان هميشه تابعي هموار  -مشكل عملياتي دارد . تابع گلاوبر

- لذا است، ت و گاه يك تابع تعميم يافتهرفتار نيسو خوش

مستقيم و يا غير مستقيم آن سخت است. براي كاربردي  

كردن اين تعريف، بايد بدنبال شرايط بهتري باشيم. براي اين 

  كنيم.كارتابع فيلتر تعريف مي

 ]٤و٥[ با شروع از تابع مشخصه نرمال  

  j
N i x

j
e eN

2
arg2 2

1

1   
   


   تابع مشخصه فيلتر شده ،
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     w;      ساده ترين  .]٦[كنيمرا معرفي مي

  ي دو بعدي زير است ثلثمثال از تابع فيلتري تابع م

     r i
r iw tri tri iw w; , ,         

- ي يك بعدي هم به شكل آشناي زير تعريف ميثكه در آن تابع مثل

  شود -

)١(                             

 

x x
tri x x

1 , 1,
0, 0.
   

  

چون  w; 1   و  تنها داخل مربع

r iw w&    تابع فيلتر ، w;  غير صفر است

   لذا

 d e w2 22 ; ,      

  را دارد. ]٦[اين رابطه تمام شروط لازم 

نظم شدهبنابراين شبه توزيع غيركلاسيكي م P   نظير با منفي

سودارشان را  -تواند هر غيركلاسيكي نمايش گلاوبربودن خود مي

تشخيص دهد. اين مثال نشان مي دهد كه فيلترهايي وجود دارند 

دهند.  فيلتر كه مستقل از حالت ، غير كلاسيكي آن را تشخيص مي

داري غير صفر و خارج آن هايي همچون مثال بالا كه در حوزه كران

همه جا صفر هستند ،اگرچه قابل كابرد هستند ولي بخشي از 

برند. با چنين اطلاعات موجود در تابع مشخصه نرمال را از بين مي

طور معكوس، هفيلترهايي نمي توان از تابع مشخصه فيلتر شده ب

  دست آورد. هتابع مشخصه نرمال را در همه نقاط صفحه مختلط ب

  شبه توزيع غيركلاسيكي براي حالت هاي فوك تابع 

اگرچه تابع ويگنر براي حالت هاي فوك منفي پذير است  و از    

شود ولي در اين رو خود يك شبه توزيع غيركلاسيكي محسوب مي

ها را با منفي پذيري خود اينجا كلاس بزرگتري از شبه توزيع

زيم. ابتدا تابع سادهند ميغيركلاسيكي بودن اين حالات را نشان مي

مشخصه نرمال را براي  n براي اين كار از تابع  .يابيمها مي

  گيريم مولد اين مجموعه يعني از حالت هاي همدوس كمك مي
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  شود از اينجا تابع مشخصه نرمال به شكل زير محاسبه مي
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,گيري ها را نسبت به مشتق  دهيم :انجام مي  
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را عبارت آخر را از قاعده ي لايب نيتز مشتق عبارت داخل كروشه 

0آوريم و بعد از محاسبه نتيجه براي بدست مي   

  داريم : 
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اي هاي لاگر كه با توجه به تعريف چند جمله nL x  : يعني  
 

 
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هاي فوك به را به شكل كوتاه ي حالتهتابع مشخص

   nL 2    نوشت. اكنون مي توان هر تابع فيلتر

   را انتخاب كرده و شبه توزيع P   را براي حالت

  هاي فوك محاسبه كرد

     n
dP w e w L
2

2
2; , .    


 

    

از آنجا كه  nL 2  داراي تقارن چرخشي در صفحه مختلط

است، به شرطي كه تابع فيلتر نيز چنين باشد، تابع شبه توزيع 

غيركلاسيكي  P w; داشت. بنابراين نيز اين ويژگي را خواهد
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) فيلتر جديدي به شكل زير معرفي ١بجاي فيلتر مثلثي دو بعدي (

  ه فقط به قدر مطلق متغير خود وابسته است : مي كنيم ك

   
 

w ww
w w w

2
3, 1 ,

, & , 0, .




  

  

   
  

- توان ديد كه اين فيلتر نيز همه شرايط فيلتر غيربه سادگي مي

  كند. آنگاهكلاسيكي را برآورده مي
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wكه در آن انتگرال بر روي قرص   شودانجام مي .

  بااستفاده از مختصات قطبي در صفحه مختلط داريم 
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اي را مي توان با استفاده از تعريف انتگرالي تابع بسل انتگرال زاويه

  نوع اول به شكل 

  ixJ x e d
2

sin

0

1 ,2


    

محاسبه كرد و نتيجه زير را كه تنها برحسب يك انتگرال تك 

  آورد  متغيره است بدست
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w) براي دوعرض ١در نمودارهاي ( 1,2  شبه توزيع غير

  كلاسيكي رسم شده است. 

شبه  توزيع  wدر اينجا هم با افزايش عرض  P w;  كه در

شد. ظهور صفرهاي اضافه در  ابتدا مثبت است منفي پذير خواهد

  شبه توزيع غير كلاسيكي به علت نوع تابع فيلتر است.

  

          
1,2w: شبه توزيع غيركلاسيكي براي دو عرض١نمودار   

  

  نتيجه گيري 

سودارشان تابع  - هاي احتمالي نمايش گلابرعليراغم تكينگي

شده مناسبي از آن قابل مشخصه نرمال حالت و فرم هاي فيلتر 

باشد. فيلتر جديدي معرفي شده  فقط به قدر محاسبه عددي  مي

مطلق متغير خود وابسته است. و اين فيلتر نيز همه شرايط فيلتر غير 

  كند.كلاسيكي را برآورده مي
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Abstract 

 This paper is devoted to a study of solutions of generalized supergravity equations in dimension three. 

Our candidate is the metric of BTZ black hole. It is shown that only the cases of 0, 0J M= = and 

0, 0J M=  of the metric satisfy the generalized supergravity equations. In the former case, we obtain a 

family of solutions including the field strength, dilaton field together with an appropriate vector field I , 

while in the latter case we are dealing with two cases of solutions. 

Key words: String theory, Generalized supergravity equations, BTZ black hole 

1. Introduction

Supergravity is a modern field theory that combines the principles of supersymmetry and general

relativity. 10-dimensional supergravity theory describes the dynamics of massless string excitations and 

arises in string theory as low-energy effective theory. It has been recently found new string backgrounds 

which satisfy a more general set of motion equations of the ordinary supergravity. This set of the 

equations, which are a generalization of the type IIB supergravity equations, are called the generalized 

supergravity equations (GSE). Notice that the main difference between the ordinary supergravity and 

GSE is the absence of a scalar dilaton. The GSE were found in [1] in order to investigate the integrable 

deformations of the 5

5AdS S  type II superstring sigma model [2-5], which are closely related to non-

Abelian T-duality transformations [6-9]. This generalized system in string theory includes extra vector 

fields as well as the standard component fields of the type IIB supergravity.  So far, the corresponding 

classical action has not been discovered, and only the equations of motion are presented. Tseytlin and 

Wulff in [10] showed that the GSE can be reproduced by solving the kappa-symmetry constraints. In fact, 

the result obtained by them shows that kappa-symmetry of the Green–Schwarz action requires the 

background supergravity fields to satisfy the GSE.  

    Let us give a brief introduction to the GSE. In the absence of the R-R fields, the set of GSE in D 

dimensions take the following form [1]:

    ( )
1

0,
4

R H H X X

      − +  + =   (1) 

1
0,

2
H X H X X 

      − − + =    (2)     

    21
4 4 2 0,   ,

12
R H X X X X I Z 

    − +  − +  = = +    (3) 

where R and R are the respective Ricci tensor and Gauss curvature that are calculated from the metric 

G , and  is the cosmological constant. Here, the D-dimensional indices ,  ,...  of coordinates x  are

raised or lowered with the metric G . The covariant derivative  is the conventional Levi–Civita 
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connection associated with G . A vector field I I 

=   and a one-form Z Z dx 

=  are defined so as to 

satisfy 

0,IG =L  (4) 

0,I B =L  (5) 

0,Z Z I H     − + =  (6) 

0,I Z  =  (7) 

where L stands for the Lie derivative. The field strength H   corresponding to anti-symmetry tensor 

field B is defined as 

 .H B B B      =  + +    (8) 

The conventional dilaton is included in Z   as follows:   

,Z B I  =  +              (9) 

where   is a scalar dilaton field hiding inside Z 
. Note that the equations of motion in formulae (1)-(7) 

reduce to the conventional supergravity ones if one sets 0I  = . As mentioned above, in Ref. [1], it has 

been shown that the GSE are related to non-Abelian T-duality transformations. In addition, one may refer 

to the paper [11] in which a solution of standard supergravity with a linear dilaton has been mapped to a 

solution of the GSE by performing a formal T-duality transformation along a direction. These results 

indicate that solutions of standard supergravity and the GSE should be treated on an equal footing in the 

context of string theory, because the T-duality is a symmetry of string theory. Here, in the present work, 

we obtain some new solutions for the GSE including special cases of the BTZ metric, the field strength H 

and dilaton field   together with an appropriate vector field I . In this way, we obtain a family of 

solutions for the 0, 0J M= =  case of the BTZ metric, while for the case of 0, 0J M=   we obtain two 

families of solutions. Indeed, by choosing the vector field I from our point of view, the cases of 

0, 0J M  and 0, 0J M = don't solve the GSE. 

2. BTZ metric as a solution for the GSE

In what follows that we shall show that the BTZ metric with 0, 0J M= = and also 0, 0J M=  can be

considered as solutions of the GSE. It should be noted that the cases of 0, 0J M  and 0, 0J M = don't 

solve the GSE. Before we proceed any further, let us introduce the metric of BTZ black hole. 

2.1. BTZ metric 

   The BTZ black hole discovered by Banados, Teitelboim and Zanelli [12] is a 2+1-dimensional solution 

of Einstein's equations with a negative cosmological constant, mass, angular momentum and charge. The 

BTZ black hole is asymptotically anti-de Sitter rather than asymptotically flat, and has no curvature 

singularity at the origin. The line element for the black hole solutions is given by 
2 2 2

2 2 2 2 1 2

2 2 2
( ) ( ) ,     0 2 ,

4

r r J
ds M dt Jdtd r d M dr

l l r
   −= − − + + − +        (10) 

where the radius l is related to the cosmological constant by 1/2( )l −= − . The constants of motion M

and J  are the mass and angular momentum of the BTZ black hole, respectively. The line element (10) 

describes a black hole solution with outer and inner horizons at r r+= and r r−= , respectively, 
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1/2

1/2 2( ) 1 1 ( ) ,
2

M J
r l

Ml


  
=  −  

  
                      (11) 

where the mass and angular momentum are related to r r=  by 2 2 2( ) /M r r l+ −= +  and 22 /J r r l+ −= . The 

solutions with 1 0, 0M J−   =  describe point particle sources with naked conical singularities at 0r = . 

The metric with 0, 1J M= = − may be recognized as that of ordinary anti-de Sitter space; it is separated by 

a mass gap from the 0, 0J M= = . The vacuum state which is regarded as empty space, is obtained by 

letting the horizon size go to zero. This amounts to letting 0M → , which requires 0J → . We have to 

notice that the metric for the 0, 0J M= = black hole is not the same as 3AdS metric which has negative 

mass 1M = − . 

2.2. Solution with J = 0, M = 0

 Below we discuss the solutions of equations (1)-(7) and possessing the BTZ metric with 0, 0J M= = . 

As we will show, our solutions are, in general, given by a family. Before proceeding to do this, let us first 

write down the BTZ metric with 0, 0J M= = . Using relation (10), it is given by 

      

2 2
2 2 2 2 2

2 2
.

r l
ds dt r d dr

l r
= − + +       (12) 

According to equation (4), the vector field I  is a Killing vector or a linear combination of the Killing 

vectors corresponding to metric (12). The Killing vectors aK  of the metric can be derived by solving 

Killing equations. They are then read off 
4 2 2 2 2 2

1 2 32 2 4

4 2 2 2 2 2
2 2

4 5 62

2
( ) , , ,

, , ,
2

r t t r

t r t t

l r t r l
K r t K t r K

l r l

l r t r l
K rt t K l t K l

r

  

 


  


 

− −
=  −  +  =  −  +  = 

+ +
=  −  +  =  +  = − 

 (13) 

Here we apply the Killing vectors (13) to construct an appropriate vector field as follows: 

1 1 6 6... ,I K K = + +             (14) 

that can be a suitable candidate for solving the equations (1)-(7). It should be noted the fact that the BTZ 

solutions must be single-valued in the angular direction, but this is not the case for all values of 

parameters 
i . Therefore, we choose solutions that do not have this problem. 

   By considering the field strength H and dilaton field   as 

  
0

2
, ,rt

r
H C

l
 = −  =                                        (15) 

for some arbitrary constant 
0C , we solve the GSE (1)-(7) with the metric (12). The equations are then 

satisfied if the vector field I  is obtained to be 

   2

6 3 ,tI l  = −  +           (16) 

in addition, the constants  and l are related as 22 / l = . 

2.3. Solutions with J = 0, M 0  

 The BTZ metric with 0, 0J M=   is simply found by using the formula (10), giving us 

 

2 2
2 2 2 2 1 2

2 2
( ) ( ) .

r r
ds M dt r d M dr

l l
 −= − + + −      (17) 
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Now, one may obtain the corresponding Killing vectors to construct the vector field I similar to that of 

(14). Our solutions are classified into two special cases. In both cases of solutions, the anti-symmetry 

tensor field B is considered to be  

  
2

.
r

B dt d
l

= −           (18) 

The corresponding field strength is simply calculated to be 2 / .H r l dr dt d= −    Here, the forms of 

our solutions including the metric (17) and field B (18) are given by the following two cases A and B:  

Case A: In this case, the GSE (1)-(7) are fulfilled with the metric (17) if  the dilaton field  , the vector 

field I  and cosmological constant   can now be expressed in the following forms  

 2 4 2

0 6 62

2
, , 2 .tC I l Ml

l
  = = −   = +                                               (19) 

Case B: In this case of solutions, the dilaton field  , the vector field I  and cosmological constant   are 

read off  

 2 2

0 1 1 12

2
, , 2 .C l Mt I Ml

l
   = − =   = +       (20) 

3. Conclusions

In this work we have obtained some new solutions for the GSE with the special cases of the BTZ

metric. We have concluded that the cases of 0, 0J M  and 0, 0J M = of the metric don't solve the 

GSE. For the 0, 0J M= = case, we have obtained a family of solutions including the field strength H, 

dilaton field   and a vector field I as was presented in equations (15) and (16). Furthermore, we have 

found two families of solutions for the case of 0, 0J M=  . Our results show that the solutions are 

single-valued in the angular direction. 
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 چکیده
  هایی در فضای پیکربندی و فضای فاز مکانیک کلاسیک و کوانتمی ساخت.توان بر روی رویهوری همتافته میدهیم که چگونه با دیدگاه قیدی و روش غوطهنشان می

این کار با فرآیند نوع  ای شود. ، یک نظریه پیمانهبه روش کانونیمنتج از  آن،  انتمیوسازیم تا مکانیک کول میرا به صورت دستگاه قیدی نوع ا مکانیک کلاسیک

 پذیرد. ای انجام میسازی یک جفت عمومی  قید نوع دوم در ساختار رشتهاول

 
 .، متغیر وس زومینوتافتهوری، مکانیک کوانتمی، همای، غوطهنظریه پیمانه : کلید واژه ها
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Abstract  
 

We show how the classical and quantum mechanics can be built on procedures in the configuration space and 

the phase space with the constrained and the symplectic embedding method. We construct classical mechanics 

in the form of a first class, so that quantum mechanics resulting from it becomes a quantum theory by gauge 

symmetry. It is done by the process of first-classization of a general pair of second class constraints in a chain 

structure. 

key words: Gauge Theory, Embedding, Quantum Mechanics, Symplectic, Wess-Zumino Variable. 

 

 قدمهم
آزادی  هایدرجه ی کوانتمیهادر نظریه از دیدگاه ریاضی    

-های فرابنفش کمک مینهایتای به بازبهنجارش و کنترل بیپیمانه

 ؛بهنجارش نیستبازی ای فقط هم وسیلهکنند. درجه آزادی پیمانه

است.  برهمکنشی جدید یا روش وارد کردن بلکه خودش نشانه

کوانتمی کردن  ،ای داشتیداگر در یک مکانیک کوانتمی تقارن پیمانه

ی آن برهمکنش منجر به نظریه میدان سازگار فیزیکی خواهد ذره

ها یا شد. مثال واضحی که داریم مکانیک کلاسیک برای فوتون

تطبیق و برای عادلات ماکسول در مهمان نظریه ماکسول است. 

دهید؛ حتی تناظر مدل با واقعیت فیزیکی تثبیت پیمانه انجام می
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های گوناگون ولی به شرط تثبیت دهید با انتخاب پیمانهنشان می

ی بدون تثبیت پیمانهکامل نتایج نظری و تجربی موافق هستند. 

های نظریه ماکسول به الکترودینامیک کلاسیکی و با کوانتش چشمه

های یق با واقعیت در انرژیارهای مناسب و قابل تطبکوانتمی با رفت

مثال ناواضح ساختن نظریه میدان کوانتمی رسید. میبالا، 

شود. یعنی که ابتدا به ساکن ساخته می ،های قوی استبرهمکنش

از دهید و بعد، اگر نیای کوانتمی را پیشنهاد مینظریه میدان پیمانه

را بررسی کنید یا دیدگاه  در آنای مثلا بخواهید صرفا ذره، داشتید

گردید، یعنی به مکانیک آلترناتیوی کسب کنید، به عقب برمی

.  ]1[کنیدای رجوع میای و مکانیک کلاسیک پیمانهکوانتمی پیمانه

درجه آزادی غیر فیزیکی این مکانیک کلاسیک، در مقابل کوانتمی، 

ردن آسان و ای دارد. ولی در مقابل کوانتمی کو صرفا تقارن اضافه

ی فیزیکی دارد و آن هم ورود برهمکنشی شکل کوانتمی آن جنبه

  جدید در آن به صورت جفت شدگی کمینه است. 

 باورود درجه آزادی اضافه در مکانیک کلاسیک یا کوانتمی را     

توانیم به عنوان افزایش بعد فضای در دیدگاه توپولوژیک می

در فضایی بزرگتر تصور  ی اولیهوری خمینهدسترس و یا غوطه

این تصور )به معنای عامیانه  به مخواهیدر این مقاله می. ]2[کنیم

در ریاضیات و توپولوژی عموما یم. ببخش ریاضی کمی دقت( آن

موجوداتی مجرد و ، ی مورد بررسی و کاربردهافضا ها و خمینه

هرچند که این انتزاع از واقعیتی فیزیکی نشات  ؛انتزاعی هستند

که واقعیت فیزیکی ولی در این مساله خاص با فضایی  ه باشندگرفت

وری و جنبه و کنیم و فرآیند غوطهدر آن حضور دارد شروع می

  دهیم. نتیجه فیزیکی آن را نشان می

 

 وریاز فضای فاز به غوطه
ترین کنیم سادهوری انتخاب میدستگاه فیزیکی که برای غوطه

بعدی که مقید است بر فضای سهدر  . یک ذرهشکل ممکن را دارد

روی یک رویه زندگی کند. این ذره لزوما غیرنسبیتی نیست و حتی 

مقید بودن به معنای عامیانه ممکن است پتانسیلی بر آن اعمال شود. 

دستگاه  را به زبان ریاضی از طریق مفهوم قیدهای دیراک و بررسی

وانیم تمی 1مماسفیزیکی در فضاهای هندسی فاز،  مماس و هم

گوییم دینامیک دستگاه با هامیلتونی میبرای مقدمه بیان کنیم. 

ی دو قید نوع بندادی و ساختار فضای فاز، که خودش از مجموعه

شود. این موجودات در زیر خلاصه نتیجه میآید، دست میدوم  به

  اند،شده

(1        )                                
. .

          , , , , ,  ,c cP B D B
H H   

گویند برای بررسی دستگاه فیزیکی که با و به طور اجمالی می  

هامیلتونی 
cH ی و قید اولیه د، ساختار پواسونی شوداده می

 
.

  ,  
P B

د اولیه د و این قید که با قیکنتولید میرا  ی قید ثانویه 

سازد ساختار پواسونی یک زوج نوع دوم می 
.

  ,  
D B

را در فضای  

این ساختار در این فضا همراه با . کندفاز کاهش یافته القا می

فضای فاز کند. هامیلتونی کانونی دینامیک دستگاه را معرفی می

-کاهش یافته منجر به فضای پیکربندی محدودی برای دستگاه می

 ی معرفی شونده با که همان حضور ذره بر روی رویه شود

ای شده قابل ی پیمانهبرای ذره 3 خواهیم کل فضایما میاست. 

کنیم با روشی درجه آزادی که با دسترس باشد. بنابراین تلاش می

شود را برگردانیم. این کار را حذف می و  دو قید نوع دوم 

سازی ما دهیم. روش نوع اولبا نوع اول سازی این قیدها انجام می

 وری همتافته است. روش غوطه

 

بندی ( را در فرمول1به این منظور ابتدا دستگاه معرفی شده در )

و سپس در همان مسیر آن  ]3[کنیم جکیو تحلیل قیدی می-فدیف

 . ]4[کنیمای میرا نوع اول یا پیمانه

یک  د اولیهودر رهیافت فدیف جکیو به دستگاهی با قی    

 .شودلاگرانژی تکین رتبه اول به صورت زیر اختصاص داده می

(2      )                    (0) (0) (0),i i cL q p V V H      

کند و در نهایت لید میهای صفر این لاگرانژی قیدها را تومد

اه از یک معادله اویلر لاگرانژ یا معادل آن قانون دوم دینامیک دستگ

-دست میاست به V(0)نیرویش منفی گرادیان پتانسیل نیوتن که 

ای که دیگر تکین نباشد، ، تا مرحلهنهایی آید. اثر قیود در لاگرانژی

های تکین که از طرفی تکرار فرایند لاگرانژی کند.ورود پیدا می

                                                 
1 Cotangent 
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 کاهد.جدید است از درجات آزادی دستگاه می همانا ورود قیدهای

کاهش درجات آزادی به خصوص مبین نوع دوم بودن دستگاه 

 است. 

وری همتافته ما فضای اولیه را در فضایی در روش غوطه    

وری دستگاه را کنیم و از دیگر سو این غوطهور میبزرگتر غوطه

یی جدید در ی فضاکند. مختصهبه دستگاهی نوع اول تبدیل می

-وسبوزونی یابد متغیر فضای بزگتر که به داخل هامیلتونی راه می

وری یک رویه وری را برای غوطهما فرایند غوطه زومینو است.

ی دو دهیم و بنابراین در دیدگاه معمول قیدی با یک رشتهانجام می

ورسازی نیز تنها یک قیدی نوع دوم سروکار داریم و در نگاه غوطه

م به شکل بوزونی نیاز داریم. بوزونی زومینو و آن ه-وسمتغیر 

بودن آن هم به این خاطر است که ما در حال ساختن یک نظریه 

 یم. ای و نه ابرمتقارن هستپیمانه

-تکانه( یک جمله 2وری ما به لاگرانژی )در فرایند غوطه    

   کنیم. سرعت وس زومینو اضافه می
(3      )                        

(0) (0)

(0)

( , )

( , , )

i i i i

c i i

L q p X q p V

V H G q p



 

  

  

 

     ی آنکنیم تا دو فرم همتافتهو تقاضا می

(4   )                   

(0)

(0)

( )

: ( , ,0, ), : ( , , , )

( , , )

J
IJ

I

J i i I i i

c i i

A
f I J

A p o X q p

V H G q p



  

 


  


 

   

 

تکین باشد تا دستگاه نوع اول شود. این تقاضا منجر به معادلاتی  

زومینو با متغیرهای اولیه -های وسبرای تابع مولد برهمکنش

( , , )i iG q p  ی وس زومینو تکانه و( , )i iX q p اما  شود.می

ارزی قیدهای یکی همشوند هایی که به این معادلات منجر میشرط

و دیگری عدم  مدل ابتداییی قیدهای اولیهای شده با مدل پیمانه

 بیایید قیدها و هامیلتونی مربوط به  است. ی ید قید ثانویهتول

 ( را حساب کنیم. 3لاگرانژی )

(5   )                                        1 2,

c c

p X

H H G

 



    

   

 

 ی این مجموعه منجر به قیدهای ثانویه

(6       )              1 2 .
, , c P B

G
X H G  




       


 

. متحد با صفر استنامطلوب  2و خوب  1. حضور  ودشمی

 شود. ازمیمجهول تابع ای برای دو شدن عنصر نامطلوب به معادله

طرفی قید 
2 ( می5در ) گوید انتخاب مناسب

( , )i iX q p   ( 6همراه با ) یکی  پیشروی  ما را ازدستگاه

ای با سه و در نهایت دستگاهی پیمانهرهاند میی قیدی از دو رشته

که قید اول مربوط کند. ایجاد می1و  1 ،2 قید نوع اول

-به ضریب نامعین لاگرانژ مدل اولیه است و عدم تعیین آن را می

ی متغیر وس زومینو است که مقدار صفر هگوید. دومی همان تکان

ی برای آن به دست آمده است. و در نهایت سومی همانا قید رویه

ور در فضای فاز است که به صورت یک قید نوع اول یا غوطه

مطابق این قیدها، هامیلتونی ای ظاهر شده است. درجه آزادی پیمانه

cH زمانی  های زیر که با تابع دلخواهتحت وردش( )t  تولید

    شود، ناورداست.می
(7  )       ( ) , ( ) , ( ), 0

i ii p i qq t p t t              

های وس ( برای تابع مولد که برهمکنش6ی منتج از )اما معادله    

به صورت زیر در کند با درجات آزادی اولیه تولید میزومینو را 

  آید.می

(8    )                                      
.

, 0c P B

G
H G




   


 

)با انتخاب   )

1

( , )n n

i i

n

G g q p 


 ی و صدق دادن آن در معادله

 رسیم. زیر میها به صورت ( به حل زیر یرای مولدک8)

(9    )                        

 

( 1) ( )

.

(1)

.

1
, , 1,2,...

1

, .

n n

P B

c P B

g g n
n

g H

   


 

 

( همراه با انتخاب مناسب  8این نتیجه برای معادله )

( , )i iX q p    برای تکانه وس زومینو حاصل محاسبات ما

وری یک دستگاه نوع دوم در فضایی بزرگتر برای برای غوطه

جملات اضافه معمولا پیش از این مردم ای شدن آن است. پیمانه

برای متغیر وس زومینو  2ی توان شده به هامیلتونی را از مرتبه

اند ) مثالهای دست آوردهور بهاضافه شده به هامیلتونی غوطه

را  ]4[مدل سیگمای غیرخطی و مدل شوینگر کایرال در معروف 

ایم که این مطلب عمومی نیست و ( نشان داده9ولی ما در ) ببینید(. 

وری و ی غوطههای مرتبه بالاتر نیز با انتخاب قید اولیهبرهمکنش

   تگاه ممکن است رخ بدهد.هامیلتونی بندادی دس

هامیلتونی خواهیم به عنوان یک مثال ساده تصور کنید که می    

ی یک ذره در پتانسیل وابسته به مکان را که دارای رابطهبا معادل 
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ها( به صورت زیر را حساب پاشندگی )انرژی ثابت برحسب تکانه

 کنیم. 

(10    )                              
2

( ), .
2

c

p
H q a p b

m
     

  دهد.( این نتیجه را به ما می9( و )8ماشین )

(11)                      

2

exp( . ) ( ) ( . )
2

c

p
H a q a p b

m

a a





 



     


  

کند تا به عنوان مثال این روش با توجه به حل بالا کمک می

با رابطه انرژی ذرات کلاسیک  ای شده برایپیمانه هایهامیلتونی

      دست بیاوریم. بهخاص 

 و پیشنهاد نتیجه گیری
حتی در شکل کلاسیکی )در مقابل دهد که مثال اخیر نشان می

ای شده با ورود متغیر وس زومینو دارای نسبیتی( هامیلتونی پیمانه

است. وضعیت با  2جملات نابدیهی با تئانهایی بیشتر از 

شود و بسط تابع مولد یک تر هم میعهای نسبیتی متنوهامیلتونی

تری که حتی در شکل های جالببود. مثال بسط نامتناهی خواهد

کلاسیکی هم قابل بررسی و کاربرد هستند ساختن مکانیک 

های مشخصی مثل رویه موبیوس کلاسیک و کوانتمی بر روی رویه

 ور در فضای سه یعدی است. غوطه
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Abstract 

We introduce observables and the counterpart of Schrödinger equation over a symplectic manifold. 

We show that there exist periodic solutions for this equation whose frequencies are their energy over 

Planck’s constant and moreover they are stationary orbits. 

 

Key words: Symplectic manifold. Schrodinger equation. Stationary state.  

 

1. Introduction 

It is well-known among mathematical physicists that a complex Hilbert space can be regarded as a 

special symplectic manifold and that Schrödinger equation associated to a quantum Hamiltonian is 

nothing other than the Hamilton equation for the associated expectation-value function as a function over 

this special symplectic manifold. 

In this paper, we extend this fact to over a general symplectic manifold. We introduce observables and 

the counterpart of Schrödinger equation over a symplectic manifold. The later is nothing other than the 

Hamilton equation of an observable Hamiltonian. We show that there exist periodic solutions for 

Hamilton equation whose frequencies are their energy over Planck’s constant and moreover they are 

stationary orbits. 

In 1997, Ashtekar and Schilling extended the above program by regarding a complex Hilbert space as 

a Kähler manifold and reformulated quantum mechanics from Hilbert space to over this special Kähler 

manifold. We have also extended their work to a general Kähler manifold but for the lack of space we 

postpone it to future publishing, inshallah. 
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 لورنتس در ابعاد مختلف   ضنق الکترودینامیک کوانتومی با ناوردایی همیوغ باری در 
 خانیمعصومه قاسم گویان   زینا حق

 دانشکده فیزیک، دانشگاه شهید بهشتی  دانشجوی دکتری،
z_haghgooyan@sbu.ac.ir 

 دانشکده فیزیک، دانشگاه شهید بهشتی ، دانشیار
m_ghasemkhani@sbu.ac.ir 

 چکیده
. ابتدا به بررسی تقارن همیوغ باری  گیریمدر نظر می  زمان -در ابعاد مختلف فضا  در چارچوب نسبیت خیلی خاص  ( QED)  در این مقاله، مدل الکترودینامیک کوانتومی 

 تقارن همیوغ باری در حد  ی بررسی اختلال  به منظور   ناورداست. سپس   (C)   دهیم که این کنش تحت تبدیل همیوغ باریپرداخته و نشان می کلاسیکی    ر سطح کنش د
- حلقه با تعداد فرد پای فوتونی متمرکز خواهیم شد. برای این منظور، با استفاده از رهیافت کنش مؤثر، شکل کلی توابع فرد  - حلقه )کوانتومی(، روی نمودارهای تک 

  -دهد دامنه کل توابع یک و سهما نشان می   نتایج   کنیم.می را محاسبه  ای فوتون نقطه   - توابع یک و سه  دامنه  ه و بدست آورد  4و  2،3در ابعاد مختلف   ای فوتون را نقطه
 . شودحفظ می  نیز  در حد کوانتومی  ،تقارن همیوغ باری بنابراین  صفر بوده و   زمان -مستقل از بعد فضا  اینقطه
 

 ای فوتون نقطه  -توابع فرد  ،، نقض تقارن لورنتس(QED) الکترودینامیک کوانتومیناوردایی همیوغ باری،   کلید واژه ها :

 

Charge-conjugation invariance of the Lorentz violating QED in various dimensions 
 

Masoumeh Ghasemkhani, Zina Haghgouyan  

 

Department of Physics, Shahid Beheshti University, 1983969411, Tehran, Iran 

 

Abstract  
 

In this paper, we consider electrodynamics (QED) in very special relativity (VSR) framework in various 

dimensions. First, we examine the charge-conjugation symmetry of the action at classical level and show that the 

action in this framework is charge-conjugation invariant. Then, in order to investigate perturbatively the 
preservation of charge-conjugation symmetry at loop (quantum) level, we shall focus on one-loop graphs with 

odd number of photon's external lines. To this end, we use the effective action approach to obtain the general 

form of the photon's odd-point function in d=2,3,4 and study the amplitude of the  one and three-point function of 
the photon. Our results show that the total amplitude of the one and three-point functions independently of the 

space-time dimension vanishes and hence the charge-conjugation symmetry is preserved at quantum level too.  

  

key words  : charge-conjugation invariance, QED, violation of Lorentz symmetry, photon's odd-point functions.       

   قدمه م
تقاارن لورنتس یک تقاارن بنیاادی در نسااابیت یات انیشاااتین و مدل  

این دو نظریه به ترتیب در توصایف اساتاندارد ررا  بنیادی اسات. 

کلاسیکی گرانش و فیزیک ررا  و نیروهای بنیادی )به جزء نیروی 

برای  ، اند. هر چند در مقیاس انرژی پلانکگرانش( بسیار موفق بوده

تری یک نظریه بنیادیا از جمله گرانش  تمات نیروهیدن وحد  بخش

باه بیاان  گزارد. کاه باه تقاارن لورنتس احترات نمیمورد نیااز هسااات  

به نویی کنش  را نظریه نسابیت یات و مدل اساتاندارد  تواندیگر می

 نظری  تحقیقاا  [.1]فرض کردهاای پاایین مؤثر آن نظریاه در انرژی

تقارن لورنتس صاور  هایی با نقض ای در خصاوص مدلگساترده

از لحاظ  بررسای نقض ناوردایی لورنتس  . از طرف دیگرگرفته اسات

های قرار گرفته اسااات. یکی از مدلمورد توجه نیز  آزمایشاااگاهی  

کوهن و  (VSR)نسااابیات خیلی خاص ، مدل نقض تقاارن لورنتس

تقاارن   باه جاایطبیعات  ،  VSRمادل   در[.   2,3]بااشاااد  می  گلاشاااو

  بزرگترینهاای گروه لورنتس نااورداسااات.  زیرگروهتحات    ،لورنتس

کاه دارای چااار   بااشااانادمی  SIM(2)  بعاد 4در    این مادل  زیر گروه
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=مولد +x yT K J1
،= −y xT K J2

  ،
zJ  و

zK    هستتد.  
iJ و 

iKدر این  .باشااندمیهای خیز و دوران در سااه بعد فضااایی  مولد

(، تقاارن مرکاب Tوارونی زماان )  (،  Pپااریتاه )تقاارن  چاارچوب  

نقض ( CTوارونی زماان ) -همیوغ باار  و یاا  (CPپااریتاه )-همیوغ باار

این زیر گروه  .ناورداسات  Cتبدیل گساساته  ، اما تحتشادخواهد 

بردار نورگونه  -هیچ بردار یا تانسااور ناوردایی ندارد اما جات چاار
n   (2)تحت تبدیلSIM فظ شده و  به صور  یک فاز تبدیل ح

توان دید کساارهایی که یابد. با توجه به این ویژگی به راحتی میمی

.به صااور  
( )

.

n p

n q
ناوردا بوده و   SIM(2هسااتند، تحت تبدیل )  

[. وجود این 2شااوند]در نتیجه جملا  غیر موضااعی وارد مدل می

جملا  غیر موضاااعی در فرمول بنادی نظریاه میادان در چاارچوب 

VSR  های برهم کنشای قبلی شاده و ثانیاً اولاً سابب تصاحیح ر س

کند. کارهای متعددی های برهم کنشااای جدیدی نیز ایجاد میر س

های کوانتومی در چارچوب نساابیت در زمینه بررساای نظریه میدان

[.  5،4]انجات شااده اساات زمان -فضااا  در ابعاد مختلفخیلی خاص  

ناورداسات اما آیا  بعد dدر   ساطح کلاسایکیدر    VSR-QED  کنش

 زمان -در ابعاد مختلف فضاااا  این ناوردایی در ساااطح کوانتومی نیز

 VSR-QEDنظریه   در   Cشاود یا خیر  بررسای ناوردایی حفظ می

[ مطالعه شاده و نشاان دادند  6در ساه بعد به صاور  اختلالی در ]

به دو نیز  [ 7]در در حد کوانتومی برقرار هسات.   Cناوردایی تحت 

نظریااه  در  باااری  ناااوردایی همیوغ  اختلالی  و غیر  اختلالی  روش 

VSR-QED   در چاار بعد اسات. آناا نشاان دادند که  بررسای شاده

نیز همانند سااه بعد ناوردایی همیوغ بار در سااطح کوانتومی در این 

در این مقاله، هدف ما بررساای این ناوردایی در مدل برقرار اساات.  

مشاابه هر چند که   اسات. بعد به روش اختلالی  dساطح کوانتومی در 

 توان نشاااان داد کاه میباه روش غیر اختلالی نیز    باه راحتی    [7]

فضااااا بعاد  در هر  ساااطح کوانتومی  باار در  -نااوردایی همیوغ 

باه یباار  دیگر چون همیوغ باار  .برقرار اسااات  (d=2,3,4)زماان

این تقارن مساتقل از بعد انتظار داریم که باشاد  یک تبدیل داخلی می

ابتدا مدل برهم کنشای میدان دیرا  با فوتون در   باشاد. زمان-فضاا

VSR-QED  بوطه را تحت تبدیل همیوغ را معرفی کرده و کنش مر

کنیم. ساپس با معرفی بررسای می    بعد  dدر   بار در ساطح کلاسایکی

پردازیم. برای می  Cکنش مؤثر فوتون به بررساای اختلالی ناوردایی  

در  حلقه را-ای فوتون در حد تکنقطه   -این منظور، دامناه توابع فرد

(d=2,3,4)   به ازای تعداد یک و ساه پای خارجی فوتون محاسابه

از آنجایی باشد.  دهیم که دامنه هر دو دقیقاً صفر میکرده و نشان می

باشد مشابه می  4و   2ای فوتون در ابعاد نقطه   ع سه که محاسبا  تواب

باشاد، در های دیرا  میضاریب مقدار رد ماتریسو فقط تفاو  در 

دهیم و در بخش دیگر را انجات مییک بخش مجزا این محاساابا   

پردازیم که به بعد می  3در   فوتون اینقطه  سااه به محاساابا  توابع 

های  ماتریستعداد فرد  یلت حضاور تانساور لوی چیتا ناشای از رد  

بااشاااد. باه هر حاال پس از محااساااباه بعاد می  4و 2گااماا متفااو  از 

ای صاافر خواهند شااد. توابع فرد نقطه خواهیم دید که سااام این 

مساااتقل از بعد   همانطور که انتظار داشاااتیم ناورداری همیوغ باری

در سااطح کوانتومی نیز مشااابه سااطح کلاساایکی برقرار   زمان-فضااا

  است.

 ین فاینمن  و قوان معرفی مدل 

ای باا میادان پیمااناه   meباه جرت  فرض کنیاد میادان فرمیونی    

  (VSR)نسااابیت خیلی خاص بزرگترین زیر گروهدر Aخارجی

بعد به صااور   dاین کنش در   ،در این چارچوببرهم کنش دارد. 

 [:4شود ]زیر داده می
( ) , ( )d

F eS d x i m

  =  1- 

کاه در آن
  هاای دیرا  ومااتریس


  مشاااتق هموردایVSR  

 شود:باشد که به شکل زیر تعریف میمی

+ , ( )
.

nm
D

n D



  
2

2
2

 

D  کاه در آن ieA  =  مشاااتق هموردای معمولی در نظریاه    −

در حد غیر برهم کنشااای )آزاد(،    الکترودیناامیاک کوانتومی اسااات.

+( به 2در رابطه )  VSRمشااتق هموردای  
.

m
n

n
    



21

2
تقلیل   

ماادل  یااابااد.مای ایان  مایاادان  در  آزاد      فارمایاونای  اناتشااااارگار 

( + )
( )

e

e

i p m
S p

p m
=

−
2 2

ای آبلی این کنش تحت تبدیلا  پیمانه اسااات.    

i,بسایار کوچک   A   =  =  ه ک  زیر ناورداسات    پارامتر

تحت تبدیلا  لورنتس  (1) شکناگر چه   .[6]ای اساتتبدیل پیمانه 

قوانین فااینمن مربو  کناد. را حفظ می  VSRاماا تقاارن    ،نااوردا نبوده
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در ( 1با اسااتفاده از کنش )بدساات آمده    کنشاایهای برهمبه ر س

,یبارا  صاریح  .( ارائه شاده اسات1شاکل ) ,        [6]در 

 آمده است.

 
 VSR-QED مدل  فاینمن در  قوانین - 1شکل 

 بعد  dدر  سطح کلاسیکی در بررسی تبدیل همیوغ بار 

کمیت  همگرای  بسط اختلالی    نوشتن  با
.n D

  از  بر حسب توانی   1

e    آوردنو بسط    بدست  )ناوردایی    ،آنضرایب  بار  ( Cهمیوغ 

و    میدان های    کنیم.بررسی می را  های آزاد و برهم کنشی  بخش

  یابندمی به صور  زیر تبدیل تحت یملگر همیوغ بار: 

  -
; - , ( )

c t c t
C C   = =

1
3 

، باه معناای تراناااده میادان فرمیونی اسااات. باا اساااتفااده از tکاه نمااد 

-اتحااد
-( )

t
C C

 
 =
پااد جااباه  1 رابطاه  هاا، جاایی فرمیونو نیز 

راباطااه هامایانایان   از  اساااتافاااده  )بااا  . )

.

s n D
ds e

n D

 −
= 

نایاز    1 و 

و رابطاه  کنش برای جملاه غیر موضاااعیگیری جزء به جزء  انتگرال

Cهمیوغ باری فوتون  
A A =  آزاد ناوردایی همیوغ بار جملا     ،−

باه راحتی اثباا  در ساااطح کلاسااایکی    کال کنش   و برهمکنشااای

ازآنجایی که تقارن همیوغ باری یک تقارن داخلی اساات،   .شااودمی

باا رفتن باه چاارچوب نسااابیات خیلی  ،  ربطی باه مختصاااا  نادارد

همیوغ  . برای بررساای حفظ تقارنرود، این تقارن از بین نمیخاص

به سراغ محاسبا  کوانتومی در حد تک حلقه ،  در سطح حلقه  باری

در بخش بعاد، ابتادا کنش مؤثر فوتون در چاارچوب این    رویم.می

مدل را معرفی کرده و سااپس صااحت این قضاایه را در چارچوب 

VSR .بررسی خواهیم کرد 

 رهیافت کنش مؤثر
 فرت کلی کنش مؤثر فوتون  هاای فرمیونیگیری روی میادانباا انتگرال

 :آیدبدست میبعد  dدر 
[ ] ... ( ,..., ) ( )... ( ). ( )...

d d
A d x d x x x A x A xn n nn nn

   


 =   

=
41 1 11 11

 

 که در آن
nn

x x  ... ( ,..., )11
در  .ای فوتون نات داردنقطه -nتابع  

فوتون ای نقطه -فردتمرکز اصلی ما بر روی محاسبه توابع این مقاله 

محاسبا  در حد   ادامه خواهد بود. بنابراین در  VSRدر چارچوب 

 دهیم.انجات می بعدی  2،3،4 ردحلقه را -تک

 بررسی اختلالی ناوردایی همیوغ باری در حد کوانتومی  
در  حلقه  -ای فوتون را در حد تکنقطه   -فرددر این بخش، توابع   

می  d=2,3,4ابعاد   قرار  مطالعه  رهیافت   دهیم.مورد  از  استفاده  با 

پراکندگی   فاینمن توابع فرماتریس  ای فوتون در د نقطه نمودارهای 

   اند.شده( رسم 2شکل ) 

 

 
 حلقه -ای فوتون در حد تک نقطه -3و1ع وابنمودار فاینمن ت  - 2شکل 

 محاسبات کوانتومی در حد تک حلقه  

( به راحتی 2شاااکل )ای فوتون در با توجه به نمودار تابع تک نقطه 

 با نوشاتن نمودار برابر صافر اسات.توان نشاان داد که ساام این  می

 داریم: ای فوتوننمودار تک نقطه یبار  فاینمن 

( )
( )

1
- - [ + ] + . ( )

( ) ( . )

d

ed

e

d p m n n
Tr ie p m

n pp m


 



 
 =  

−  


2

22 2
5

2 2

  

با توجه به این که  دهد.زمان را نشاااان می-بعد فضاااا  dکه در آن

n از بین  2,4mکه سام جملا     دهدمحاسبه نشان می  .است  2=

نظریه الکترودینامیک کوانتومی معمولی روند و به یبار  مشاابه می

 رسیم:ای مینقطه  -برای نمودار یک
 

( )
( )

( ) ( )e

d p p
ie

p m m





 = =

− +


4

4 2 2 2
6

2
 

ندارد. در بخش بعد، به   در نتیجه این نمودار سامی در کنش مؤثر

به یلت تشابه محاسبا     پردازیم.ای فوتون مینقطه -محاسبه تابع سه 

بعد را در یک بخش مجزا بررسی    3را در یک بخش و    4و2ابعاد  

 کنیم. می

 4و2در ابعاد  ای فوتون نقطه-تابع سه

در  a , bمجموع دامنه دو نمودار مثلثی  اساتفاده از قوانین فاینمن  با  

 آید:زیر بدست می صور به ( 2شکل )
  

( )
( ) ( + )

( - )( - )( - ) . .

× ( + )( + )( + ), ( )
. . . .

d

a b d

n nd p m
e

u p r n u n p

n n n nm m

n p n r n r n u


  



 
   

 


  

 

+ = − 
2

3
2 2 2 2 2 2

2 2

1
22

7
2 2

M N
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u  که در آن p k=    است.زمان است.  -نشاندهنده بعد فضا  dو    −

تانسورهای  
M   و

N  شوند:به شکل زیر تعریف می 
  ( + ) ( + ) ( + ) ,

T ( - ) ( - ) ( - ) . ( )

e e e

e e e

Tr u m p m r m

r r m p m u m

   

   

  

  

 =  

 = −   8

M

N

 

، نتیجه زیر به های دیرا ماتریسبا اسااتفاده از رابطه چرخشاای رد  

 آید:دست می

  , ( )
 

= − 9N M 
در نتیجه مجموع دامنه دو نمودار مثلثی مشاابه نظریه الکترودینامیک 

 شود:گیری صفر میمعمولی قبل از انتگرال

( ) ( ).a b



+ = 10 
به صور  زیر    c فاینمن رکر شده، دامنه نموداربا استفاده از قوانین 

 می باشد:

( )
( ) - ( + ){

( - )( - ) .( + ) .( + ) . .

× [ ( + ) ( + )] + [ ( + ) ( + )]}, ( )
( . . )

d

c d

e e e e

m d p
e n n

p u n u q n u s n p n u

m
Tr u m n p m Tr n u m n p m

n p n u

n

  




 



 = 
2

3
2 2 2 2

2

2

1 1 1 1
2 2

11
2

 

اساتفاده شاده بردار نورگونه   -صافر بودن اندازه چااردر آن از  که   

 .رسیممیبه نتیجه زیر کمی محاسبه با  است.
+ + -

( ) ( + ) + ( ) ( - ), , , , ; , , ( )c i i i j j j i j    



− =   = =1 2 5 6 3 4 12J J J J 

که در آن یبارا  تانسااوری    
i


 و ( )j



   ی هابرحسااب تکانه

k,q   هایانتگرال هساااتناد.و بردار نور گونه ثابت  ±

, , ,i =1 2 5 6J   و±

,j



=3 4J 

 :دباشننیز به صور  زیر می
± ± ±

± ± ±

(1, , )
( , , ) , - .

( ) ( ± ( . ) - ) .

(1, , )
( , , ) , - . - . ( )

( ) ( ± .( - x ) - ) .

d

d

d

d

d p p p
dx x k

p x p k n p

d p p p
dx x k x k q q

p p q k n p













=  =


=  = +


 

 

1 2
2 2 2

1 3 5 2 2 2

1 2
2 2 2 2

2 4 6 2 2 2

1
2 2

1
2 13

2 2

J J J

J J J

توان نشااان داد که در لیبرند  می-با بکارگیری نسااخه مندلسااتات

 [:8(، رابطه زیر برقرار است]13های )انتگرال
 - , . ( )i i j j

  = = 14J J J J 

( c(، مقادار کال دامناه نمودار )13باا قرار دادن نتیجاه باالا در رابطاه )

 برابر است با: 
  

( ) . ( )c

 = 15 

( به صور  زیر  2( با توجه به شکل )dمتناظر با نمودار )حال دامنه 

 شود: داده می

( )

( + )-
- [ [( + )

( ) ( . ) .( + ) .( + ) .( + + )

+( + ) + ( + ) ]. ( )
.( + ) .( + ) .( + + ) .( + ) .( + ) .( + + )

d
e

d d

i p md p ie m n n n n
Tr

p n p n p k n p q n p k q

n p k n p s n p k s n p q n p s n p q s

  


 
 =

−
3 2

2 2 2

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
16

 

رابطه با اساتفاده از های لازت با ایمال ردگیری و انجات سااده ساازی  

 رسیم:به رابطه زیر میتکانه  -پایستگی انرژی

 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ ( )
. . . . . .

+ + +
+ + }, ( )

.( + ) .( + ) .( + ) .( + ) .( + ) .( + )

d
d e m n n n

n k n q n s n k n s n q

n s k n s q n q k n q s n k q n k s

   

− + − + − +

 = − + +

+

3 2
2

3 3 2 2 1 1

1 1 1
4

17

I

H H H H H H

 

)و   I که  )

i

H   :برابرند با 
  

( )    , , , . (
)

)
( ) (( ± ) - )( .

,
( ) ( - )( . )

d

i d

i

d

d

d p
i

p q n p

d p

p n p  

 = = = 2 2 2 2

11
1 2 3 18

2 2
I H

 

 توان نشان داد: لیبرند ، می-اما به کمک نسخه مندلستات
( ) ( )- . ( )i i

− += 19H H 
دامنه این نمودار  ( 17یبار  )( در 19رابطه )سارانجات با قرار دادن   

 آید.نیز صفر بدست می

( ) . ( )d

 = 20  
(، 20( و )15(، )10با در نظر گرفتن نتایج بدساات آمده در روابط )

ای فوتون در نقطاه -گیریم دامناه کال مربو  باه تاابع ساااه نتیجاه می

VSR-QED 2بعدی صفر است. 4و 

( ) ( ) ( ) . ( )a b c d

   

+ = + + = 21 
دهد که تقارن همیوغ  ای نشان می نقطه -دامنه کل تابع سه صفر شدن 

 باری در این بخش حفظ شده است.  

 بعد  3در  ای فوتون نقطه-تابع سه

مجموع دامنه دو (  1با اساتفاده از قوانین فاینمن شاکل)به طور مشاابه  

با محاسابه   شاود.داده می  (7رابطه ) صاور  به   a , bنمودار مثلثی  

، همیناانمشااااباه بخش قبال 
= −N M.ساااام   لااا  اسااات 

( )a b



+  به طور مشااابه  شااد.صاافر خواهد گیری  قبل از انتگرال  =

یباارا    در اینجاا  شاااود.( داده می11باا رابطاه )    c  دامناه نمودار

تاانساااوری  
i


 و ( )j



    4 و  2   این یباارا  در ازمتفااو  

  متنااساااب بااثاابات نورگوناه  یلاوه بر تکااناه هاا و بردار  بعاد بوده و  

زیرا رد ماتریساااای فرد دیرا  در باشااد.  تانسااور لوی چیتا نیز می

نیز  d=3 درکنیم که ملاحظه می  درنتیجه   باشااد.اینجا غیر صاافر می

نیز با رابطه ( dمتناظر با نمودار )دامنه   شاود.صافر می cدامنه نمودار 

رسایم که ( می17مشاابه رابطه )به با محاسابه ( داده شاده اسات. 16)

dضاااریاب باه جاای
دامناه   گیرد.یاک قرار می  2

( )d

 نیز صااافر   =

گیریم  با در نظر گرفتن نتایج بدسات آمده نتیجه می  آید.بدسات می

 VSR-QED 3نقطاه ای فوتون در  -دامناه کال مربو  باه تاابع ساااه 

محاساباتی  در واقع، در روش اختلالی تناا تفاو    بعدی صافر اسات.

زمان در محاسااابه رد ماتریس های دیرا  -فضاااا  ابعاد مختلف در

بعد بر خلاف   3باشد. رد تعداد فردی از ماتریس های دیرا  در  می
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باشااد. همینین ضااریب یددی که در رد تعداد بعد صاافر نمی  4و2

 4و2و    3شاااود در ابعااد  زوجی از مااتریس هاای دیرا  ظااهر می

ها، هم چنان نتایج اختلالی ین تفاو متفاو  هساات. اما با وجود ا

ای یکساان به دسات آمده و صافر  نقطه -مربو  به دامنه کل توابع فرد

 باشد. می

 گیری نتیجه
در این مقاله، به بررسای تقارن همیوغ باری در نظریه الکترودینامیک 

در چارچوب نسابیت خیلی خاص لورنتس    تقارننقض کوانتومی با  

پرداختیم. ابتادا کنش این مادل را در زماان  -در ابعااد مختلف فضاااا

تحت تبدیل همیوغ بار بررساای کرده و بعد   dی در  کلاساایکسااطح  

اری برقرار هساات. سااپس به مطالعه نشااان دادیم که تقارن همیوغ ب

 ابتادااین تقاارن در حاد حلقاه )کوانتومی( پرداختیم. برای این منظور، 

ساااختار کلی کنش مؤثر فوتون را به شااکل یک سااری به دساات 

آوردیم. در اداماه باا تمرکز بر جملا  باا تعاداد فرد پاای خاارجی  

در   ای فوتوننقطاه   -فوتون، باه محااساااباه دقیق توابع یاک و ساااه 

d=2,3,4  مقادار دامناه تاابع تاک  یم.حلقاه پرداخت-در حاد تاک- 

صافر شاد. بعد  dدر  ای که فقط شاامل یک نمودار حلقه بود نقطه 

 4و  2به طور مجزا در دو بخش  ای هم نقطه  -بع سااه واتنمودارهای  

دو مجموع دامناه  بعاد محااساااباه شاااد. ملاحظاه کردیم که   3بعاد و 

نشاا   گرفته از نساابیت نیز هر کدات از نمودارهای  نمودار مثلثی و  

تناا . ندصااافر شاااد  بعد    3بعد و هم در   4و 2هم در خیلی خاص  

های رد ماتریسزمان در -تفاو  محاسبا  در ابعاد زوج و فرد فضا

که در بعد دو و چاار مشابه بوده و فقط با یک ضریب    دیرا  است

برحساب تانساور  زگاما نیبعد رد ماتریسااای فرد   3متفاوتند. اما در 

لوی چیتا ظاهر شاد. اما در ناایت پس از محاسابا  ملاحظه کردیم 

ای فوتون در همه ابعاد و تابع سااه نقطه  حاف شاادهکه این سااام  

طور که انتظار داشاتیم تقارن همیوغ   و همان شادمحاسابه شاده صافر  

در ساطح کوانتومی نیز مانند زمان بوده و  -باری مساتقل از ابعاد فضاا

پس همان طور که تقارن همیوغ باری کلاسایکی حفظ شاد.  ساطح  

زماانی لورنتس در حاد -در الکترودیناامیاک کوانتومی باا تقاارن فضاااا

در الکترودینامیک کوانتومی  ،کوانتومی به طور کامل حفظ می شااود

نیز حفظ   نقض تقارن لورنتس در چارچوب نسبیت خیلی خاصبا  

 دهد.رخ نمی د مختلفابعاشده و ناهنجاری همیوغ باری در 
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Theory of damping: density operator approach without rotating wave approximation 
 

Marashinasab, Allahkaram; Tavassoly, Mohamad Kazem 
Optic and Laser Group, Faculty of Science, Yazd University  

 
Abstract 

 
In this paper, we consider the field (and also a two-level atom) interacting with a reservoir (dissipative 
environment). The reservoir contains a large number of oscillators and plays the role of damping. So far, in this 
damping approach,which leads to the master or Lindblad equations, the rotatingwave approximation (RWA) 
terms are taken into account, i.e. the counter rotating terms are ignored. Our aim is now to obtain the master 
equation beyond RWA (obviously we choose the density operator approach). Note that, we consider the 
squeezed and thermal reservoirs. Finally, we apply our approach to a simple atomic damping example. 
 
Key  words: Field damping, Atomic damping, Generalized master equation, Atom- field interaction. 
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 چکیده
در  کنندکنش میطراف خود برهمحیط اها با مها و اندامککه از طریق آن سلول دهندو پوششی را تشکیل می وجود دارندغشاهای بیولوژیکی در زندگی همه جا 

توان یک میکه  دهندهای بسته را تشکیل میغلب وزیکولاند، ای فسفولیپیدی تشکیل شدههامولکول های دولایه لیپیدی که عمدتاً ازمورد غشاهای بسته، لایه

افزایش نوسانات  تجزیه و تحلیل کمی نابراینب هستند و حساس تحرار به شدت بها هغشا این .ان مدل ساده شده آن در نظر گرفترا به عنو لیپیدی وزیکول
 یگذشته در مورد وابستگ اتیبر نظر یمرور در این تحقیق حائز اهمیت است.می شوند  غشاهااین منجر به پارگی  دما که افزایش در اثرهای لیپیدی وزیکول

 یهاوزیکول پایداری روی أثیر افزایش دمات ،دانهولکولی درشتمیک مدینا سازیشبیه از با استفاده همزمان و و دما شده است وزیکول اندازهبه  یینوسانات گرما
 .شده خارج از تعادل است یسازهیشب ستمیدهد سیندارد که نشان م یهمخوان سازی با نظریهحاصل از شبیه جی. نتابررسی شد لیپیدیچند

 

 .لوژیکیوهای بیغشاتعادل، سطح،  سازی، نوساناتدما، شبیه ،لیپیدی لوزیکو: هاکلید واژه
 

 

Temperature dependence of lipid vesicle surface fluctuations  
 

Ghanbari-Kashan, Samaneh*; Nikoofard, Narges 
 

 

 Institute of Nanoscience and Nanotechnology, University of Kashan, Kashan  
 

Abstract  
 

Biological membranes are ubiquitous in life and form the covering through which cells and organelles interact 

with their surroundings. In the case of closed membranes, lipid bilayers composed primarily of phospholipid 

molecules often form closed vesicles that can considered a lipid vesicle as its simplified model. These 

membranes are highly sensitive to heat, and therefore, it is important to quantitatively analyze the increase in 

fluctuations of lipid vesicles due to the increase in temperature, which lead to the rupture of these membranes. 

In this research, the past theories about the dependence of thermal fluctuations on vesicle size and temperature 

have been reviewed, and at the same time, using coarse-grained molecular dynamics simulation, the effect of 

temperature increase on the stability of polylipid vesicles has been investigated. The simulation results do not 

agree with the theory, which shows that the simulated system is out of equilibrium. 
 

key words: Lipid vesicle, Temperature, Simulation, Surface fluctuations, Equilibrium, Biological membranes. 
 

  مقدمه
دانند ها به خوبی میبیش از صد سال است که فیزیولوژیست

دهنده نوسانات که نشانزنند های قرمز سوسو میکه گلبول

غشاهای بیولوژیکی در زندگی  است. در واقع غشاهای بیولوژیکی

که از طریق آن  دهندو پوششی را تشکیل می وجود دارندهمه جا 

به کنند. کنش میطراف خود برهمحیط اها با مها و اندامکسلول

بسته و باز در دماهای  این غشاها به صورتطور قابل توجهی 

ای این نوسانات حرارتی طیف گسترده. زندفیزیولوژیکی موج می

که این خود  دهدی بیوفیزیکی را تحت تأثیر قرار میهااز پدیده

   ناشی شود لیپیدهای حرکت جمعی گرمایی مولکولتواند از می

 .[2و ۱]

 های دولایه لیپیدی که عمدتاً ازدر مورد غشاهای بسته، لایه

های بسته غلب وزیکولاند، ای فسفولیپیدی تشکیل شدههامولکول
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تغییر  تواندوزیکول می نوسانات حرارتی یک .دهندرا تشکیل می

، شروع واپاشی و در وزیکولتشکیل حفره در  ،وزیکول شکل

در نتیجه ارزیابی  منجر شودرا  یتهایت پارگی غشای فسفولیپید

توان از هستند چون می یبسیار مهممسئله نوسانات حرارتی غشاها 

ویروس در یک در مورد نحوه واپاشی غشای  اطلاعاتیبه آنها 

 دمای بالا دست یافت.

ارزیوابی نظوری نوسوانات بورای  در مقیاس طوول مزوسوکوپی

که  گرفته شدظر در ن امیلتونی موثر از غشایک ه، غشا یک حرارتی

های لیپیودی بواز تر دولایوههای بسته یوا موورد سوادهبرای وزیکول

رابطوه زیور داده  انرژی الاستیک تغییر شوکل غشوا توسوط ،مسطح

 :[.2] شودمی

GBS FFFF                                                )۱( 

و جملوه دو  و  اسوت بط با حفظ سوطحانرژی مرت SFجمله اول 

انورژی  BFسو  مربوط به دلیل تشکیل انحنا است که بوه ترتیوب 

  .نرژی انحنای گاوسی استا GFوخمشی است 

برای سطوح بسته، تا موادامی کوه شوکل سواختاری آن یکسوان 

شوود بوه هموین نمیباشد تغییری در انرژی انحنای گاوسی ایجواد 

توان نادیده گرفت. پس برای انورژی آزاد دلیل انرژی گاوسی را می

توان دو جمله انرژی سطح و انرژی خمشی را به صوورت زیور می

 در نظر گرفت.

AFS                                                         )2( 

AKFB                                                        )3( 

 Kتوونش سووطحی و تغییوورات سوطح ،  Aفووو ،  در روابوط

  ضریب خمش است.

 نظریه
در سطح غشا باعث ایجاد تنش  انبساط گرمایی ،با افزایش دما

حرکت جمعی  در اثری غشا هاتعیین افت و خیزجهت . شودمی

مکان  .گیریمغشای تخت را در نظر می ،لیپیدهای گرمایی مولکول

)غشا را با , ( ))hr x x کهدهیم، نشان می( , )x yx  مکان

)ی تخت مرجع دو بعدی ودر صفحه )h x  ارتفاع افت وخیز

 (۱)شکل  [.2] است مرجعصفحه به نسبت 

 
 L   ×Lنوسانات یک غشا مسطح در ناحیه :  ۱ل شک

)با ارتفاع موج دار )h x [2.] 

 

 هفوری تتبدیلااز میانگین ارتفاع افت وخیزها  هبرای محاسب

 :شوداستفاده میزیر 
2( )  ( )ih d e h 

q.x
q x x                                       )4( 

2

1
( ) ( )i

q

h e h
L

  q.x
x q                                       )5( 

 نوساناتتوان میانگین ارتفاع می ،مرزی متناوب شرایطبا فرض 

 غشا را بدست آورد:

(6      )                            
22

4

1
( )h h

L
   

q

q 

بد در نتیجه یابه دلیل نوسانات حرارتی، سطح افزایش می از طرفی

A  رادیان دو بعدیبا هارمونیک گکه)(xh با  شودارزیابی می

 : آیدفرض شرایط مرزی متناوب به دست می

     
q

x qhq
L

xhxdA
22

2

2
22

2

1
)(

2

1          )7( 

طبق  انرژی سطح و انرژی خمشیپس رابطه انرژی آزاد از مجموع 

 :شودرت زیر تعریف میوبه ص  3و  2روابط 

(8)                            242

2
)(

2

1
qhKqq

L
F

q

   

 داریم:  qبا استفاده از قضیه همپاری برای هر مد

(9)                       TkqhKqq
L

B
2

1
)(

2

1 242

2
 

                                      :در نتیجه 

2
2

2 4
( ) Bk TL

h
q Kq

 


q                                    )۱0( 

میانگین توان دو  نوسانات غشا از رابطه زیر  6که با توجه به رابطه 

 آید:بدست می

2

2 2 4

1 B

q

k T
h

L q Kq
 


                                )۱۱( 
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به صوورت تحلیلوی بورای یوک  ۱۱به طور کلی ارزیابی رابطه 

ای ر است. بنابراین، ما آن را با یک دیسک دایرهغشای مربعی دشوا

کنیم. بوا با همان ناحیه بدون تغییر خواص فیزیکوی جوایگزین موی

  شود:تقریب میزیر  مجموع فو  با انتگرال ۱2رابطه  استفاده از

(۱2)                                       dqq
L

q
 








 


2

2

2

 

 در نتیجه داریم:

 


M

m

q

q

B

Kqq

q
dq

Tk
h

42

2

2 
                            )۱3( 

 

که در آن 
L

qm


  و

a
qM


  که در اینجا برای یک غشای

قطر وزیکول است. برای  Lقطر یک مولکول لیپید و aوزیکولی 

در نتیجه با  نداریم  ش سطحیتن وزیکولی مورد مطالعه غشای

به دست مقدار انتگرال به صورت زیر   8در رابطه  صرف نظر از آن

 .آیدمی

 22

3

2

2
aL

K

Tk
h B 


                                     )۱4( 

افزایش مساحت سطح غشا ناشی  ۱2 و ۱0طبق رابطه و همچنین 

 :گرددتعریف میرابطه زیر  نیز با از نوسانات



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
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q
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B
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TLk

Kqq

Tk
qA

42

32
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 که در صورت تنش سطحی صفر داریم:











a

L

K

TLk
A B ln

4

2


                                               )۱6( 

 سازیشبیهروش 
هوای درون کامپیوتری برای مطالعه روی حرکت هایسازیبیهش

سوازی، هوای شبیهوشراز مهمترین بسیار مناسب هستند.  مولکولی

سووازی در ایوون گووزارش، شبیه اسووت (MD) دینامیووک مولکووولی

و یپیودی بوه منظوور یوافتن نوسوانات لدینامیک مولکولی وزیکوول 

 در دمای بالا صورت گرفت.  افزایش سطح وزیکول

 دو وزیکول به شعاع CHARMM-GUIسایت با استفاده از 

 DPPE ۱%/۱7نوع فسفولیپید ) 7آنگسترو  شامل  80و  60

DPPC7%/5 ،DPPS 7%/5 ،POPC 6%/8 ،POPE 7%/25 ،

POPS  %6/8  وPOSM 6%/28 انتخاب شدند. لاز  به ذکر است )

ها و نوع فسفولیپیدها و مقدار درصد آنها براساس شعاع وزیکول

 .[3] استانتخاب شده  ۱9-ساختار پوشش لیپیدی ویروس کووید

و با استفاده از  NAMDافزار توسط نر  دانهسازی درشتشبیه

هایی که صرفاً از لیپید میدان نیروی مارتینی مربوط به وزیکول

های آب را غیرقطبی در نظر گرفته است، انجا  شد. هستند و دانه

 20با لایه آب به ضخامت  یآنگستروم 80و  60 دو وزیکولهر 

سازی به در جعبه شبیهو به ترتیب آنگسترو  پوشش داده شدند 

آنگسترو  به همراه ذرات یون سدیم و کلر در  270و  207اندازه 

با سلسیوس( قرار داده شدند.  درجه 30کلوین ) ۱5/303دمای 

گا   ۱000000سازی برای شبیه سلسیوس درجه 80افزایش دما به 

نانوثانیه( انجا  شد. سپس موقعیت ذرات در فواصل زمانی ۱0)

های مورد نظر گا  )یک فریم( ذخیره و برای یافتن کمیت 500

 تحلیل شدند.

و افزایش  نوساناتمجذور  ،نیانگیشعاع م یریگاندازه یبرا

شد  یبندمیقطعه تقس ۱00به  کولیابتدا وز ،یدیپیل کولیوز سطح

مرکز جر   و ( φی قطعه در راستا ۱0و  θ یقطعه در راستا ۱0) 

. دیتک ذرات محاسبه گردتک φو  θشعاع و مختصات  کول،یوز

 شعاعمربوط به هر قطعه مشخص شدند و  φو  θبا  سپس ذرات

هر قطعه محاسبه  یبراو افزایش سطح  نوساناتذور مج ،نیانگیم

 .دندش

  بحث و نتایج
در ساختار وزیکول ها نوسانات و تغییرات شدیدی یسازشبیه

 .دهندنشان میرا  2مطابق شکل 
 

   
 

 ایش دما.نوسانات در شکل و شعاع وزیکول در اثر افز:  2ل کش
 

 

شود با گذشت زمان و بوا افوزایش دموا، مشاهده می 2 در شکل

شووند و ایون نوسوانات بوه شکل و شعاع وزیکول دچار نوسان می
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شده که با اداموه رونود  وزیکول شکل تغییر که باعثای است گونه

سازی امکان دارد بتوان نوسانات شدیدتر و واپاشی وزیکول را شبیه

 دید. 

 وزیکوولبورای بر حسب زمان ت وزیکول ع نوسانامرب 3شکل 

با زمان افوزایش  دهد. نوساناتنشان می را آنگسترومی 60 با شعاع

و   60 ،40دماهوای برای دامنه نوسانات مجذور یابد که میانگین می

 3080/4و  5۱85/3 ،8378/5درجووه سلسوویوس بووه ترتیووب  80

 است. آنگسترو 

 
 آنگسترومی 60وزیکول برای بر حسب زمان مربع نوسانات وزیکول :  3 لکش

 .سلسیوسدرجه  80و  60، 40در دماهای 
 

بورای بر حسب زمان  ع نوسانات وزیکولمرب 4شکل همچنین  

با زمان  دهد. نوساناتنشان می را آنگسترومی 80 با شعاع وزیکول

 ،40دماهای برای دامنه نوسانات مجذور یابد که میانگین افزایش می

 7376/4و  7۱96/7 ،8939/4درجه سلسیوس به ترتیوب  80و   60

 است. آنگسترو 

 
 آنگسترومی 80وزیکول برای بر حسب زمان مربع نوسانات وزیکول :  4 لکش

 .سلسیوسدرجه  80و  60، 40در دماهای 

هر دو  نوساناتمشاهده شد  4و  3شکل  در طور کههمان

 با افزایش دما متفاوت است نگسترومیآ 80و  60وزیکول به شعاع 

 .بودن نوسانات است یعد  تعادل لیبه دل نیاکه 
 

  گیرینتیجه
 یگذشته در مورد وابستگ اتیبر نظر یمروردر تحقیق حاضر 

همزمان  و دما شده است. ستمیساندازه به  یینوسانات گرما

 80و  60دو وزیکول به شعاع  یابر یدیپیچندلوزیکول  یسازهیشب

حاصل از  جیبالا صورت گرفته است. نتا یدماآنگسترو  در 

 ستمیدهد سینشان ماین ندارد که  یهمخوان سازی با نظریهشبیه

سازی در و لاز  است شبیه شده خارج از تعادل است یسازهیشب

 شتری انجا  شود.مدت زمان بی
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